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超準解析(N onstandard Analysis)はAbrahamRobinsonの考案になる画期的な解析法

であるが、一面、かなりの程度わかりにくい理論でもあると見なされてきた。事実、創始以

来ほほ半世紀を迎えようとする今日なお、この理論が広く普及しているようには見えない。

本論において我々は、‘数学理論の記述に関する新たな枠組み'を用いることによって、超

準解析の分かりやすい導入を試みた。

ここで述べる個別超準化法の特徴は、つぎのような点にある。 (1)それぞれの数学理論を、

定義・公理・命題・条件その他さまざまな種類の記述の集まりととらえる。 (2)これらの記述

を、おのおの“数学的対象"と“記述形式"とに分解する。 (3)そこで用いられている数学的

対象のそれぞれをーせいに超準化し、そのあと、それに合わせて各記述形式を超準化する。

なお、ここで“記述形式"と呼ぶのは、それを記述するのに用いられた不定の数学的対象

のそれぞれに具体的な対象を代入したとき、何らかの意味をもっ命題へと変わり、その真偽

が定まるような記述のことである。その際、記述形式の構成のしかたや記述された命題の具

体的意味、さらにその真偽などは、それぞれの数学理論に属することがらであり、超準化法

はそこに立ち入らない。

個別超準化法が前提とするのは、自然数や実数についての通常の知識のほかは、無限集合
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における超フィルターの存在だけである。それも、 Zornの補題を用いて簡単に証明される

ので、本論が述べるのは、予備知識を必要としない超準解析導入の方法といえよう。このよ

うに、 ZFC(Zermelo-Fraenkelの集合論に選択公理をあわせたもの)の知識を求められな

い点は、個別超準化法の学ぴやすきにつながるものと思われる。
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第 1章 数学的記述における“対象と記述形式"

~ 1. 2つの超準化法

(1) 超準化の2つのコース

それぞれの数学理論に超準解析の枠組みを導入するとき、 2通りの方法が考えられる。一

つは、あらゆる数学理論を記述する枠組みとしての数学世界を、そのまま全体として超準化

する方法である。これによれば、超準化されたあらゆる数学理論を記述する巨大な超準的数

学世界が構築される。

もう一つは、そのような普遍的な数学世界への拡張を行なう代わりに、数学理論ごとに、

その理論の超準化に必要となる範囲において、概念や記述手段を用意する方法である。これ

によれば、すでに存在する理論をもとに、その理論に沿って限られた超準化を実行すること

になる。

〈全体的超準化》

数学理論ん4

ι土台へ

数学世界 T -今

超準化

超準数学理論専M

汁再構成

超準数学世界 *T

《個別的超準化》

M を構成する記述? キM を構成する超準的記述 *P
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品分解 汁代入

対象 。1γ・・ ，ON
+ 
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我々はこれより、後のコースを行く。すなわち、数学理論ん4が与えられたとき、その理

論に沿って限られた超準化を進める。

数学理論に対する個別超準化法1(西山) -87-



(2) 数学的記述における“対象"と“記述形式"

数学理論を超準化するため、まず、超準化の対象となる数学理論の構成を整理しておく。

数学理論をさまざまな記述の集まりと見て、各記述、すなわち各種の命題や条件、定義や公

理などを分解していくと、数、点、元、集合、写像、集合族、写像族、その他さまざまな“数

学的対象"に行き着く。同時に、つぎの例に見るように、それらが有する性質、あるいはそ

れらの聞に存在する関連、その他代数演算、ブール演算など対象内、対象聞に存在するさま

ざまな数学的連関、さらには論理的連闘が、記述には用いられている。

諸対象聞のこうした連関を、全体として“記述形式"と呼ぶことにする。つまり、一つの

命題があるとき、そこから具体的な対象をすべてとり去ったのこりが、その命題にとっての

記述形式である。これら記述形式の内容を具体的に表示しようと思えば、命題中の数学的対

象のそれぞれを、それと同じ種類の変数に置き換えてやればよい。その他、記述形式をどう

記述するかや、記述内容をどう理解するか、またその真偽をどう判定するかなどは、それぞ

れの数学理論に属することがらであって、この超準化法とは独立したことがらである。

単一の関係式 x=yや ZεYなどは最も簡単な記述形式であり、それ自体では特定の

具体的意味をもたない。しかし、そこに何らかの具体的な数学的対象を代入すると、それは

一つの命題に変わり新たな意味をもっ。

口例つぎの命題?

P: Vl εN  VmεNヨηεN[m<η かつ ln+ 1εPj 
カfある。このとき、

?が用いた数学的対象は

自然数 1 N:すべての自然数 P:すべての素数、

?が用いた記述形式は

冗(ω，X，Y) Vxεx VyεXヨzεX [y<zかつ xz+ωεYj
ここで x， y， Z，ω:個体変数 X，Y:集合変数

であり、これらを合わせて

?:=冗(l，N，P)

を得る。これと同値なもう一つの命題 Q

Q:各自然数 lに対し、いくらでも大きな別の自然数 η が存在して、

ln+ 1は素数となる

の場合、‘自然数114自然数げを ，l εN'， 'nεN'、‘ln+ 1が素数'を
‘ln+ 1εP'と書き換えると、 Qの記述形式は

S(z，X， Y):各 ZεXに対し、いくらでも大きな別の UεXが存在
して、 xy+zεYとなる

ここで x，y，z:個体変数 X， Y:集合変数
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となる。そして、

Q := S(l， N， P) 

という Qの分解を得る。このように、同じ意味をもっ命題はいろいろあり得、それらが用

いる記述形式はさらに多様でAある。

今、一歩進めて、 N，Pの代わりに、それらを超準化した数学的対象ホN，*P1をはじめ

の記述形式に代入すると、超準世界における lつの記述を得る。これを、はじめの命題?

に対する“超準解釈"と呼ぴ、本?と書く。

*P:=冗(1，キN，ネP)

と定義されているから、超準化された命題本?は

*P: V入ε*NVμε*Nヨνε 事N[μ<ν かつ入ν+1ε*P1 

ここで、 *N:すべての超自然数の集合

キP:すべての超素数の集合

と記述される。 口

ところで、?からキ?へと命題が超準化された際、対象だけでなく、対象を相互に結びつ

ける記述形式冗(帆X，Y)のはたらきもまた拡張されている。しかし、冗(帆X，Y)が対象

聞の関係として巳<:;;;，~， n，凶 ， ct， +， x， -;-だけを用いて記述されている限り、こ

れらの記号自体がそうであったように、超準化前と超準化後で、記述形式を記号的に区別す

る必要は生じない 20

また、命題中の束縛変数 Vx，ヨUなどは、記述形式自体を記述するために用いられてい
るので、超準化の前後で必ずしも記号を区別しなくてよい 3。

(3) 数学理論超準化の段どり

先の命題の例で数学的対象として用いられていたのは、自然数 1のほかは集合 N と集合

Pだけであり、理論の超準化もこの2集合の超準化で、終わった。しかし、一般に数学的記述

に用いられる数学的対象はさまざまで、あって、数、ベクトル、幾何学的な点、代数系の元な

ど各種の個体から始まり、その後、これら個体の集合に対して幕集合をとる操作甲、写像

空間をとる操作吉、さらには各種の一般的集合に対して署集合をとる操作甲、写像空間を

とる操作苦を、ある回数、ある手順でほどこすことによって組み立てられている。したがっ

て、理論の叙述に必要な範囲の数学的対象を超準化するにも、まず個体の集合を超準化し、

そのあと、これらに、超準化された操作*甲(すでに超準化された集合から超準化された署

集合をつくる)、超準化された操作*苦(すでに超準化された集合の聞に超準化された写像空

間をつくる)を、その対象を組み立てる際に用いた甲と苦に代え、そのときの手順の通り

にほどこせばよい。
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たとえば、実数集合列の全体苦(N，I.l3(R))を超準化するには、苦(N，I.l3(R))が

N=ーーーー一 ;存
一一一一台苦(N，I.l3(R)) 

R =今甲(R)戸戸ーすs
l.l3 

と組み立てられているのにならって、す(*N，*1.l3(*R))も、

N=争 *N=ーーーー=一一 *苦
一一一一一三す(ホN，叩(官))

争叩(官)==戸~*苦
本l.l3こで *1.l3(本R):= * (I.l3(R)) ， 

*苦(*N，*1.l3(*R)) :=キ(苦(N，I.l3(R))) 

と組み立てればよい。

理論んイで用いられるすべての対象をこの要領で超準化し終われば、あとはんイで用いら

れるさまざまな記述形式を用いて、超準化された理論 *Mを叙述することができる。

~ 2. さまざまな対象と“対象空間"

-~と苦による組み立て(超準化の準備)

(1) 3タイプの対象と“基底空間"

1) はじめに、数学理論んイで使われる数学的対象のすべてを、大きく“集合"のタイ

プ、“写像"のタイプ、およびそれ以外のタイプの3つに分ける。そして、最後のものを“個

体"のタイプと呼ぶ。

2)このうち個体のすべてを、個々の性質やその他相互のちがいによって、いくつかの

種類に分ける。たとえば、集合として

{いくつかのスカラーういくつかのベクトル，いくつかの幾何学的点}

というようなものを考えることは、余りない。同じく個体ではあっても、個体としての“種

類"が異なるからである。具体的には、すべての個体 α，bに対し

α， b:同じ種類の個体特ヨS:理論ん4における集合〔 α，b εS) 

と定義する。したがって、個体の種類の分け方は理論ん4ごとに異なる。もし、自然かつ可

能であれば、さらにそれらを整理統合して、その一つ一つを“基底空間"と呼ぶ。

3) ここで、理論ん4に対する最初の仮定を、
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M の基底空間は HI，・・.，HMの有限個にまとめられる一一仮定<1>

とおく。基底空間のなかに、 Hl:=R，H2:=R2， H3:=R3， ... (‘各次元の実ベクトル，) 

のような形式的な無限系が含まれている場合、基底空間を新たに町:=UたlRn (‘有限次

元の実ベクトル，)ととりなおすことによって、この仮定をみたすことができる。

なお、 αεHiのとき、“個体αの種類は Hi"ということにする。仮定<1>によれば、理

論ん4の記述に用いられる個体の種類は有限通りである。

(2) “対象空間"

1)集合金，E，eに対する操作事と苦を

(甲 Aε~(金)特 A 三宮

(苦) f ε苦(E，e) 特ヨ E'ε~(E)，ヨ e' E ~(e) f: E'→e'全射

‘fはzを始集合、。を終集合とする写像'
により定義する。

2)基底空間 H1，...， HMから出発し、幕集合をとる操作郁と写像空間をとる操作

苦を有限回用いて得られる集合を、“対象空間"。と呼ぶことにする。すなわち、

(i) 各基底空間 Hlγ・.，HMは対象空間である

(ii) 習が対象空間であるとき、甲(並)もまた対象空間である

(iii) Eと@が対象空間であるとき、苦(E，e)もまた対象空間である
(iv)以上の対象空間だけが、対象空間である

と帰納的に定義 4する。

3)対象空間のうち、最後にほどこした操作が“甲"であるものを“集合空間"、守"で

あるものを“写像空間"と呼ぶ。“基底空間"の場合は、~も苦もほどこされていない。こう

して、対象空間の全体は

間

間

間

内
エ
内
エ
先
エ

底

合

像

基

集

写
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E
E
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E
t

間内エ象対

の3タイプに分かれる。今後、それぞれに属する対象を、“個体“一般集合“一般写像"と

呼んで、区別する。たとえば、個体の集まりも票集合も写像空間も、みな一般集合の名で括ら

れる。

ここで、理論ん4に対する第2の仮定を、

ん4中の数学的対象のすべては、それぞれ、いずれかの対象空間に属する
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一一仮定<2>

とおく。この仮定により、理論中に現われるすべての数学的対象は、それが属する対象空間

によって分類される。

(3) 郁苦カテゴリー

具体的な対象空間 C は、定義 (i)~(iv) に見られる通り、基底空間 Hlγ ・ .， HM を土

台に、~と苦を有限回用いて組み立てられている。そして、その構成手順は、 M 十 2 文字

H1，... ， HM ，~， dがつくる列として表示される。この文字列を一般に C(Hl，...，HM;甲，苦)
と書くことにすると、そこには、この対象空間 Oの元に共通する、いわば“事苦カテゴ

リー"が表示されている。

たとえば、 C の元 6 が実数集合列の集まりであるとき、。の~苦カテゴリーは C(N， R;

~，苦):=甲(苦(N，弔(R))) と表示される。

(4) 有限カテゴリー型理論

んイで用いられる対象空間のすべてについて、その構成に用いられた甲と苦の回数に上限

があるとき、ルi を仮に“有界カテゴリー型理論"と呼ぶことにする。たとえば、 φ， ~(φ) ，

~(弔(φ)) ， ~(甲(甲(φ)))，・・・などをあっかう理論は有界カテゴリー型理論でない。また、
00 

U ~n(φ) も定義に照らして対象空間でない。 ZFC や超準解析理論 (NSA) は非有界カテ
π=0 

ゴリー型理論であり、これらいわば 4一般理論'を、以下に述べる個別超準化法によって超

準化することはできない。そこで、理論ん4に対する最後の仮定を、

M は有界カテゴリー型理論である一一仮定 <3>

とおく。仮定<1>~仮定 <3> を総合すると、理論M で用いられるすべての数学的対

象はそれぞれ、有限個の対象空間のいずれか一つに属することになる。このような理論を、

“有限カテゴリー型理論"と呼ぶことにする。

以下、数学理論M は有限カテゴリー型理論であるものと仮定して、本M を構成する。
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第2章数学理論の“超準化"

~3. 超実数導入のアイディアと超フィルターのはたらき

(1) “超実数"と“定義列"

これより、数直線上を動く点、すなわち実数列を 1つの超実数と考える。その際、動かな

い点、すなわち定数列は、これまで通りの実数と考える。すると、 0から限りなく遠ざかる

点はいかなる実数より大きししたがって無限大の超実数をつくる。逆に、 Oへ限りなく近

づいていく点は O以外のいかなる実数より小さくなるので、無限小の超実数をつくる。こ

うして、ある実数に限りなく近い超実数とは、その点へ近づいていく実数列のことである。

とはいっても、単なる数列の全体は、そのままでは数としての性質をもたない。たとえ

ば、数列 -1，0，1ぅ-1，0，1， -1，0， 1，'"などは、数としてもつべき符号すら定まらない。

そこで、単なる数列を 1つの数に変えるため、列の番号に関する超フィルターの働きが必要

となる。今、列の番号の全体 N上に超フィルターを 1つ選び、 Mと書く。この Mは、どの

ような集合が“Nの根幹を占める重要な集合"であるかを指定している。たとえば、 3の

倍数の集合が Mに属するとすれば、十分たくさんの番号で 1と一致する上の数は、 -1で

ある。以下、このような発想のもとに、超実数の理論を組み立てる。

まずはじめに、異なる実数列 α1，a2，α3，" .と b1，b2， b3， • • .であっても“多少の"番号に

おけるちがいは無視して、“十分たくさんの"番号で一致するならば、すなわち、“Nの根幹

を占めるほどの番号において"2つの数列が一致するならば、これらは同じ超実数を指定

するものとする。こうした同一視を通してはじめて、実数列間の大小の比較なども可能とな

る5。超実数をこう考えたとき、もとの実数列を、この超実数に対する“定義実数列"と呼

ぶ 6ことにする。

(2) 超フィルターの働き

個別超準化の方法では、ことがらの定義およびことがらの真偽の判定を、しばしば超フィ

ルターにまでさかのぼって行なう。そのため、ここで超フィルターに関する基本的事項を確

認しておく。

すべての自然数がつくる集合 N:={1，2，3，4γ・・}上の集合族 Mがフィルター(日ter)

であるというのは、つぎの3条件

u
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(iii) A，B εMコ AnBευ 

をみたすことである。 (ii)に見るように‘大きな集合ほどフィルターの目にかかりやすく'、

(i)と合わせれば‘大規模なフィルターほど目が細かい '0(iii)と(i)を合わせれば、重なりを

もたない2集合が同ーのフィルターに属すことはない。これと同じ理由で、フィルターの元

は“有限交叉性"

Al'・・" An εu =争 Aln... n An手ゆ
を有する。

Nのすべての部分集合の集まり、すなわち Nの幕集合甲(N)に対し、 (ii)のはたらきの

もとでは、 (i)を

φcu三!，p(N)

と書き換えることができる。したがって、フィルターの細かさには限度がある。目の細かさ

の限界にあるこのようなフィルター 7を極大フィルター (maximal日ter)と呼ぶ。

極大フィルタ-uがもっ著しい性質は、つぎの補題に述べられる。

口口補題〔超フィルターの排中性〕

N=Au互(互はAの補集合を表わす)と Nを分割したとき、 Mは必ず A，Aのいず

れか一方を、しかも一方だけをその元として有する

この性質を極大フィルターの“排中性"と呼ぶことにすると、これは論理学における排

中律『いかなる命題も真か偽かのいずれかに定まるJとかかわって、超準解析の構成上不
可欠の役割をになう O たとえば、 {αd立1= -1， 1ぅー1ぅ1，-1，1，"・が指定する超実数は l

か -1でしかありえないが、 K={k εNIαk=-l}， L={kENIαk= 1}とおくと、

N=KULおよび KnL=ゆが成り立つ。そこで極大フィルターの排中性を用いると、

KεUか LEUのいずれか一方が定まり、 α=-1か α=1かの結論が得られる。

ところで、フィルターの有限個の元はかならず交わるが、無限個の元が交わるとは限らな

い。極大フィルタ-Uが、さらに

。v)n A=ゆ (不交叉性)
AEU 

をみたすとき、超フィルター (ultrafilter)と呼ぶことにするに

超フィルタ-Uについて重要なのは、つぎの事実である。

口口補題〔超フィルターの無限性〕

超フィルタ-Uの元はすべて無限集合である

この補題を超フィルターがもっ排中性と結びつけると、どの超フィルターにも補有限集

合9のすべてが属すことがわかる。補有限集合は Nの圧倒的多数にあたるが、分割された

Aと瓦とがともに無限集合であれば、どちらが μに属すかは自明でないoUに属する側
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を“Nの根幹をなす部分"と呼んだが、定義 (iii)によれば、 Nの根幹をなす部分どうしの

交わりは、ひきつづき N の根幹をなす。

(3) 超フィルターの排中性に関する補題

超フィルタ-uの排中性は、つぎの事実を導く。すなわち、

口口補題〔超フィルターの排中性の系 1)

L = Al u... uAn かつ Ain Aj =ゆ(i手j)のとき、つぎが成り立つ。
L εu =争 1三ヨ1h壬n Ah εM 

証明:Al U . . . UAn tt Uが成り立つことになるから、ド・モルガンの法則を用いて Aln 

... n互二 ttUを得る。フィルターの定義(iii)によると、これは 1壬ヨh三η 互;巨μを
導く。ゆえに、 1語ヨ h壬nAh 巴M を得るが、この hが一意的であることは、 {Ai}i=l
が互いに交わらないとの仮定からわかる。 口

~ 4. “対象空間"の超準化

-吻と守と×による組み立て(超準化の実行)

(1) 対象空間の一律超準化

仮定<2>により、数学理論ルi中の数学的対象を超準化するには、それが属する対象空
間、すなわち基底空間の一つ、集合空間の一つ、あるいは写像空間の一つ、を超準化すれば

よい。んイは有限カテゴリー型であったから、必要な超準化は有限個の対象空間を超準化す

ることで終わる。

その際、個々の対象空間の超準化は、実数を超実数へ拡張したときと同じしかたを用い

て、各対象空間一律に行なう。すなわち、対象空間C内のすべての列 {Odk=lが、それぞ
れ超対象 δを指定するものと考える。ただし、同じ C内の別の列 {oけた1が Nの根幹を

占める番号において {od立1と一致するならば、この列もまた同じ超対象 6を指定する。
つまり、対象列 {Ok}色1と{Ok}た1が指定する超対象が、それぞれ 6とグであるとき、

δ=グ特 {k E N I Ok = o~ }εμ 

と定義する。

これ以後、 {k εN  I P(k) :真}εMを短く (P(k)hと書き、“P(k)が番号 kの
究極において成り立つ"ということにする。すると、上の定義は

(=)0 o =グ特 <Ok = OPk 

数学理論に対する個別超準化法 1(西山) -95一



と、簡明かつ自然に書かれる。つまり、“ 2つの対象列が番号 kの究極において一致するな

らば、これらが定める超対象は同じもの 10である。"

このとき超対象 6の側から見て、列 {odた1を定義列と呼ぶ。同時に、超対象を単なる

列と区別するため、{}の代りに()を用いて、 δ= (Ok)k::lと書くことにする。なお、
定義列が定列 {o}主1であるような特別な超対象を対象 oの超準化と呼ぴ、単に左肩に*
を付しでもと書く。すなわち、

も:=(0)立1= (0，0，0，・・・)

と定義する。こうして得られた超対象 δの全体を対象空間oの超準化喝。、あるいは簡単
に超対象空間ゆと書く。すると、

(ε)0 oεゆ仲 <OkεO)k 

という関連がある。

ところで、番号 kに関する複数のことがら Pl(k)γ ・.， Pn(k)があるとき、つぎの事実

が導かれる。すなわち、

口口補題〔超フィルターの排中性の系 2)

P1(k)，・・・ ，Pn(k) : kに関する条件 (kεN)

とする。このとき、つぎの書き換えが許される。

(1) (P1(k)かっ...かつ Pn(k))k特 (Pl(k))kかっ...かつ (Pn(k))k 

(2) (P1(k)または・・・または Pn(k))k特 (Pl(k))kまたは・・・または (Pn(k))k

証明:(1)の=今と (2)の{:::は、フィルターの性質 (ii)から得られる。 (1)の{:::にはフィル

ターの性質(iii)を、 (2)の=今には超フィルターの排中性の系の補題1を、それぞれ用いる。

口

(2) 超対象空間の甲苦カテゴリー復活

対象空間 Oに対する超準化*0が、定義列を用いて、各対象空間一律に定義された。た

だし、それは超対象の集合*0を定義しただけであり、つづいて各対象 δに、それぞれ個体

としての、あるいは部分集合としての、あるいは写像としての特性や働き、すなわち他の対

象との聞のあるべき連闘を定義してやらねばならない。こうした連関は~2 (2)の(甲)，(苦)に

定義されているが、各対象空間 Oは、その定義にしたがい、いくつかの基底空間に操作甲，

操作苦を有限回ほどこすことによって、特性や働きを付与されている。また、それを付与さ

れる過程は、。が属するs.p苦カテゴリーに表示されている。

したがって Cの超準化も、まず基底空間を超準化したあと、超準化された操作*甲と

*苦を、 Cを組み立てたときの甲，苦と同じ手順にしたがって、閉じようにほどこせばよい。

こうした一連の操作を通して、超対象空間 *0に、理論 *M中の個体としての、あるいは
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部分集合としての、あるいは写像としての特性や働きが付与される。そうした結果として、

各超対象にも唱苦カテゴリーの復活'が果たされる。

(3) 超個体

。:=H (H:基底空間)の超準化一一一

すでに基底空間 Hの超準化として、超基底空間 *Hが

*H:= {α=(αk)早川 αkεH(kεN)} 

と定義されている。その元を超個体 α:=(αk)た1と呼ぶが、いま両者の聞には

αξ 本H 特〈αkε H>k

という関連がある。

なお、 αεHであるとき、超個体の中でも特別に、定列 {α}立1-α，α，α を定義列と
する超個体、すなわち個体 αの超準化本αを、はじめの個体 αと同一視する。すなわち、

α:= (α，α，αγ・・)と定義する。この結果、対象空間の中でも基底空間の場合に限って、対

象空間とその超準化の聞に包含関係

HC  *H 

が成り立つ。超基底空間 *Hは、個体の集合 Hをその一部として含み、また、このあと定

義される*甲，すによる操作を受けることがないので、理論ホM における個体の集合とみな

すことができる。

(4) 一般超集合

。-甲(町内:対象空間)の超準化一一一

すでに雷の超準化宇宙が定義されているものとする〔帰納法の仮定〕

今、任意に Aε*($(並))を A:=(Ak)立1(Akε$(並)(kE N))、任意に ψξ*宙を
ψ:= (qk)立1(qkξ曽(kεN))ととる。そして ψとAの聞の所属関係 ξを、

(ε)甲 ψεA 件 <qkεAk>k 

と定義する。すると (ε)唱に加え、 AkC並(kεN)という事実および帰納法の仮定から、

ψε A=争(qkεAk)k =争 <qkε¥t > k =今 ψε 本並という関連が成立する。こうして AC*曽
が導かれるから、

((*$)) A εホ($(¥T))今 Ac *¥t 

という関連が成立する。すなわち、超集合空間*(甲(宙))の元である一般超集合Aは、確

数学理論に対する個別超準化法1(西山) -97一



かに、本M における一般集合のーっとなる。

なお、 Aε~(曾)であるとき、定列 A， A， A，・・・を定義列とする特別な一般超集合を一

般集合Aの超準化と呼ぴ、市Aと書く。すなわち *A:=(A)た1= (A，A，Aγ・・)と定義す

る。これについては、 (ε)唱により

ψε1特 <qk E A) k 

が成り立つから、 1 とはつまり、‘A内を動く対象がつくる超対象の全体'である。

さらに、一般集合の超準化の中でも、特に個体集合の超準化の場合に限っては、つぎの

事実が成り立つ。すなわち、

口口補題〔個体集合の超準化〕

H:基底空聞かつ H;;?A:個体集合とすると、

(1) *A = A 特 A:有限集合

(2) *A "2 A 特 A:無限集合

(3) *A n H = A 

が成り立つ

証明 (1){:::::ρ= (rk)た1とA={α1，.・ .，an}に関し、 ρε1が成り立つものと仮定する。
( rkεAhしたがって(rk=α1または・・・または rk=αn)kが成り立つことになるから、
超フィルターの排中性の系の補題211により、 (rk=αdkまたは・・・または (rk=αnh 
を得る。このこと 6ρ=α1または・・・または ρ=αぶより、 ρεAが導かれる。

(2)ゃ:Aの元の列 {rd之1を、すべて互いに異なる刊を選んでとることができる。
超個体 ρ:=(rk)立1は(ε)滑により pε1をみたすが、仮に、これが ρεAをもみたす
とする。すると、ヨαεAp=αが成り立つことになるから、 (rk =α)kを得る。ところ
が、 {rd立1のとり方から見て {kεNI rk =α}は高々 l点でしかなく、超フィルターの
無限性に反する結果となる。

(3) {:::::略。 口

有限集合 S:={A1，... ，An}が一般集合である場合、その超準化ホS= {*A1，・・・ ，*An} 

はひきつづき有限集合である。しかし、個体集合の場合とちがって、 sc*sは成り立たな
し、。

(5) 一般超写像

。.-苦(~， 8) (~， 8:対象空間)の超準化一一一

すでに~， 8 の超準化事~， *8、および甲(~)， ~(8) の超準化ホ(甲(~))， *(甲(8))が

定義されているものとする〔帰納法の仮定〕
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今、任意に ψε 本(苦(~，8))を、 ψ:=(fk)立1ととる(ここで !kE ~(~， 8)とする。

それゆえヨ Sk ε 甲(~)ヨ Tk ε 甲(8) !k: Sk→ Tk全射 (kεN)が成り立つ)。まず、

~ := (Sk)Tl' 8 := (Tk )た1 とおくと、帰納法の仮定により 2ξ ホ(甲(~))， 8ε 可申(8))

が成り立つ。したがって、((*1，}.1))により EÇ 本~， e ~二本@を得る。

そこで、任意の対象 σ:=(Sk)立1ε 主と():=(tk)立1ε@に関する写像 ψの作用を、

( :→)苦 ψ(σ)= ()特 (jk(Sk)=九)k

と定義する。この ψについては、 jdkεN)の性質をうけ継いで

ψ:E →@全射

が成り立つ。それゆえ、

r苦)) ψε*(苦(~， 8)) =? ヨEC吃，ヨ白豆 *8 ψ:E →白全射

という関連が成立する。こうして超写像空間*(苦(E，8))の元である一般超写像vは確
かに、吃を始集合、 *8を終集合とする写像、すなわち *Mにおける一般写像のーっとな

る。

なお、 fε 苦(~， 8) であるとき、定列 j， j， j，'" を定義列とする特別な一般超写像を、一

般写像fの超準化と呼んで γと書く。すなわち γ:=(f)早1= (f，j，jγ・・)と定義する。

さらに、一般写像の超準化の中でも特に個体写像 fの超準化 γの場合に限っては、つ
ぎの事実が成り立つ。すなわち、

口口補題〔個体聞の写像の超準化〕

Hi， Hj:基底空聞かつ Ac Hi， B c Hj j: A→B全射

とするとき、 γ:*A→事B 全射について

)

)

)

)

 

1

2

3

4

 

(

(

(

(

 

〆
E
E
E
E
E
J

、111
1
1
1

*jlA = j 
Domain *j * (Domain f) 

Image γ*  (Image f) 

Graph γ*  (Graph j) 

が成り立つ

(6) 混合カテゴリー型理論の場合

1)数学理論ん4によっては、

L:= {(f，A)ε苦(R，R)x弔(R)I j(A) :コンパクトな集合}

のような集合をあっかう。ここで、集合~， 8 に対する操作×は

数学理論に対する個別超準化法1(酋山) -99-



(x) rεEx8 件ヨsεEヨtE 8 r = (8， t) ‘sとtの対'

と定義されている。 Lのような対象は、基底空間、集合空間、写像空間のどれにもおさまら

ないので、新たな対象空間として、これら対象空間相互の直積を加える必要がある。このよ

うな数学理論を仮に

空間相互の直積を含まない理論を“単純カテコゴ.リ一型理論"と呼ぶことにする。

なお、その際、基底空間どうしの直積であれば、はじめにそれを基底空間の一つに追加し

ておくことができる。さらに、集合空間どうしの直積、写像空間どうしの直積の場合も、

Sf!(宙1)X甲(雷2)c Sf!(宙1x W2) 

苦(E1，81)X苦(E2，82)C J(E1 X E2' 81 x 82) 

という同一視が可能であるから、対象空間の直積を考えるのは、基底空間、集合空間、写像

空間というタイプが異なる対象空間どうしの直積に限定することもできる。

以上のことから、基底空間、集合空間、写像空間相互の直積を、新たなタイプの対象空

間と考える。具体的には、対象空間の定義として、これまでの (i)，(ii)， (iii)， (iv)に、つぎの

(iii)'を加える 120

(iii)' Eと@が対象空間であるとき、 Ex8もまた対象空間である

今後、対象空間のうち最後にほどこした操作が直積×であるものを“積対象空間"と呼

ぴ、その元を“対対象"と呼ぶ。こうして、拡張された定義により、混合カテゴリー型理論

における対象空間は、

間

間

間

間
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E
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E
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、

間内エ象対

の4種類に分かれる。また、それぞれに属する対象を“個体ぺ“一般集合"“一般写像"、

さらに“対対象"と呼ぶことにする。

先の一般集合Lの場合、 Lが属する“Sf!Jxカテゴリー"は

C(R，R，Rj甲，苦，x):=甲(苦(R，R)x甲(R))

となる。

2)積対象空間の超準化における‘Sf!Jxカテゴリーの復活'は、つぎのように行われ

る。

o := E x 8 (E， 8 :対象空間)の超準化一一一
すでに E，8の超準化事E，*8が定義されているものとする〔帰納法の仮定〕
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今、任意に ρε*(~ x 8)を、 P:= (Tk)主1 (Tk ε~ x 8 (kεN)) ととる。すると

ヨSkε2ヨtkε8Tk= (Sk，tk) (k εN)が成り立つが、 σ:=(Sk)立l'():= (九)主1とおく
と、帰納法の仮定から σε*~， ()ε*8が導かれる。そこで、 σとOの対対象 pを

((，))x P=(σ， ())特 (Tk= (Sk， tk))k 

と定義する。この結果、

((*x)) P ε 本 (~x 8) キヨσε*~ ヨ 0ε 本@ρ=(σ，()) 

という関連を得る。したがって、超積対象空間*(~ x 9)の元である超対対象 pは、確か

に、混合カテゴリー型超準数学理論 *Mにおける対対象のーっとなる。

ところで、((日))は*(~ x 8) 三*~ x *8を意味するが、この逆も P= (σ， ()) (σε 

事~， ()ε*8 )を仮定として、つぎのように証明される。まず、それぞれの定義列に関して

(凡=(Sk，九) (Sk ε~ ， tkE 8))kが成り立つが、それは(Tk ξ~ x 8 )k、したがって

pε 本 (~x 8)を導く。

こうして《日》を、簡単に

((*x))' *(~x8) =吃 x*8

と書くことができる。 ((*x))'に見るように、直積空間の超準化は超準化された空間どうしの

通常の意味での直積であるから、操作×の超準化 *xも、*を省略して単に×と書くこと

にする。たとえば苦(N，!，p(R)) x Nの超準化は、つぎの通り行なわれる。

N=争率N==二~
一ー~工す(事N，吻(*R))"，え

R=争*R =争吻(*R)~ = =ーす(明，叩(官))x *N 

N=争 *N ここで本!，p(*R):= * (甲(R))，

*苦(*N，ホ!，p(ホR)):=事(苦(N，!，p(R)))， 

守(*N，*甲(*R))x*N:= *(苦(N，!，p(R)) x N). 

~ 5.超基底空間市および唱

(1) 超実数体系官

各実数列が、それぞれに超実数を定めている。ただし、 {αk}立1が定める超実数を α、

{bd主1が定める超実数をPと書くとき、

(=)Rα=β 特 (αk= bk) k 

数学理論に対する個別超準化法 1(西山) -101ー



により等号=が定まっている。有限集合は超フィルターに属さないから、有限個の番号

で、ちがっていても他のすべての番号で一致する 2つの実数列は、同じ超実数を定める。こ

のとき、超実数 (r，r， r，・・・)はもとの実数と同一視し、単に T と書く。また、超自然数

(1， 2， 3，・・・)は新たな記号を採用して ωと書く。

すると、他の超実数もみな ω と実数あるいは実数関数を用いて表示することができ、たと
111111¥  

えば 3ω+ 1 = ( 4， 7， 10， 13，・・・)， 一(:， c¥' ~， A""  ) ， sin 2πω= (sin2π， sin4π， 
ω¥1'2'3'4' J 

sin 6 11"， sin 8 11" ，・・・)などと書かれる。

こうして定義されたすべての超実数の集合がネRであるが、超実数聞の=の定義にした

がい、 ωといかなる実数 Tの聞にも ω rは成立しない。それゆえ ωitR、したがって

Rc本R が導かれる。

ところで、超実数間の順序関係三，代数演算+， x，-;.-などは、定義実数列を用いる

ことによって、

(三)R α三9特 (αk壬bk> k 

(+)R α+s=γ 特 (αk+ bk = Ck > k 
(-)R α-β=γ 特 (αk-bk = Ck > k 
(X)R α×β=γ 特 (αkX bkニ Ck> k 
(-;'-)R α÷β=γ 特〈αk-;.-bk = Ck > k 

と簡明に定義することができる。ここで、 α:=(αk)k=1's := (bk)たl'γ:=(Ck)早1とす
る。すぐにわかる通り、これら *Rにおける関係ならびに演算は、 Rにおけるそれら関係な

らびに演算の *Rへの拡張となっている。つまり、 R上に限れば、これまで通りである。

口口命題ホRは全順序集合である

証明 α:=(αk)立l's:= (bk)た1に対し、 H:={k εNIαk < bk }， L:= {k εNIαk= 
bd， M:= {k εNIαk> bk}とおくと、 Rが全順序集合であることから HULUM=N

が、同時にまた H円 L=ゆ， LnM=ゆ， M n H=ゆが、それぞれ成り立つ。そこで超

フィルターの排中性の系の補題 113を用いると、 HεMまたは Lεμ または M εMを

得る。すなわち、 α<s，α=s，α>sのいずれか一つを得る。 口

(2) “無限大"と“無限小"

R上の順序関係を *R上へ拡張した結果、すべての超実数は大きさにより 3つに分かれ

る。まず、超実数 αが無限大である (α<一∞もしくは∞ <α)というのは、

α<一∞仲'<ImENα <-m

∞<α 特 '<1mεN  m<α 
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と定義される。定義(壬)Rに照らしてわかるように、 ωは無限大自然数の一例である。こ

れと反対に、超実数 αが無限小である (α 同 0)というのは、

α勾 O 特 ¥:1mεNI一土 <α<土l
m m J 

と定義される。のこり、無限大でも無限小でもない超実数αを有限大であるといい、それ

を

一∞ <α<<0 あるいは 0<<α<∞ 

と表わす。<<は無限小的にではなく、目に見えて、つまり有限大的にくであることを示

す。 O以外の実数は超実数の一員と見たときすべて有限大であり、有限大の数の逆数は再び

有限大である。さらに、 0以外の無限小超実数は、無限大超実数と互いに逆数の関係にある。

なお、 α-s';::;jOのとき α田 β と書いて、 αとβは“無限小的に近い"という。そし
て、超実数 pに対し

halo (p) := {αε ホRIα-ρ 勾 O}

galaxy(ρ) := {αε 市RI一∞ <α一ρ<∞}

と定義し、さらに

monad := halo(O) 

galaxy:=制限y(O)

と書く。

また、特に超実数ρと実数 Tの聞に p向 Tが成り立っとき、 Tをρの“実数部"と呼び

(ρ)0 = rと書く。すると、つぎの基本的事実が成り立つ。

口口命題〔実数部定理〕

有限超実数は、必ずその実数部をもっ。すなわち、 pE権R とするとき、

一∞ <ρ<∞特ヨTεR  (ρ)0 = r 

が成り立つ

実数部定理は、

すなわち

(ん Uhalo (r) 
7・εR

halo(r)円 halo(s)=φ ( r手sのとき).

『ギャラクシー内のすべてのハローが、 lつずつその実数部をもっ』

といい換えられる。なお、

halo (r) = r十 monad (r εR) 

と書くことができるから、
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galaxy ~ぎ R x monad 実数部と無限小部への分解'

が成立する。

実数部定理を用いると、超準世界で得られた命題が、ふつうの命題として通常の数学世界

に投影される。具体的にいえば、 *Rにおける命題 Qの記述中の超実数がすべて有限であ

る場合、それらに対する実数部をとり、記述中の勾を=に置き換えることによって、 R上

の新たな命題 Qを得る。

(3) 超自然数体系ホNと超列

実数の部分集合 N の超準化である超自然数体系 *Nについて、つぎの事実が成り立つ。

口口命題事N-N= {νε*N I∞ <ν} 

証明:νG地N-Nとする。仮に νが有限、すなわち νs， m(ヨmεN)だとすると、
( nk三mhが成り立つことになる。それは〈 ηk=1または...または nk= m)kを意
味するが、超フィルターの排中性の系の補題214によれば、これより ν=1または・・・

または ν=mが得られる。そして、このことは νεNを導き、矛盾となる。 口

超自然数の全体は、これまでの有限自然数につづいて、大きさの順に

1， 2， 3， 4， 5， •••••••• ・・・・・・・・， ω-1，ω， ω+ 1， •••••• ・・・・・・・・ ，2ω， 

..... 3ω， 

と並んで、いる O

2 W-， 

*N-Nヂゆであったが、‘無限大の数'ということから考えて、 *N-Nに最小数は存

在しない。それゆえ、 *Nはもはや整列集合でない。そこで今後、超自然数の全体、あるい

はそれによって番号付けられた集合のことを、“超列"と呼ぶことにする。

たとえば、写像。:*N→*Rが与えられたとき、 αν-δ(ν)(νε*N)とおけば、つぎ

のような超実数の超列を得る。

α1，α2，α3，α4，α5， • • • •• • • • • • • • • . • .αωー1，αω，αω+1，••.••• •• ..• •• ...α2ω， 

α3ω， ・・・・・・・・ •••••••• • αω2， 

はじめに実数列 {αn}手1があるとき、 σ(n):=αnとおくと、写像 σ:N→R が定義さ
れる。そこで σの超準化 *(T 市N→*Rを用いれば、超実数の超列を、すなわち超準化さ

れた実数列を、

{αν}同市N:= *( {αn}手d ここで ν:=(nk)主1
かつ αν:= *jσ(ν) = (σ(nk))立1= (αnk)之1
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と定義することができる。

なお、 {rk}色1を定義列とする超実数が pであるとき、超列 {rν}VE*N= * ({rd立1)の
ω番目には、 p自身が並んでいる。すなわち、

ρ:= (rk)立争 Tω =p

という関連がある。このことは、他の一般の超対象 δε 事Oに関してもいえる。すなわち、

口口補題いかなる超対象とその定義列の聞にも、一般に、つぎの関連が成立する

δ:= (Ok)立1(Okξ0) =争 Oω=δε 切

この補題によれば、すべての超対象 δは自然数変数関数 σ(k):=Ok(kεN) とωと
を用いて、ホσ(ω)と表記される 150

(4) R上の記述に対する超準的解釈

実数集合Aに対し、 A上の点列がつくる超実数の全体を *Aと書いて Aの超準化と呼ん

だ。また、実数関数 !:A→B に対し、超実数関数 γ:*A→*Bを、

γ(α)=β 特(f(αk)=bk)k ここで β=(bk)色1とする

と定義し、 fの超準化と呼んだ。このとき、集合 *AはAの、関数 γ:*A→*Bは!:A→B
の、それぞれ拡張となっている 160

ところで、 Rにおける命題?が実数 α1γ・1αtと実数集合 A1'...， Am、さらに実数
関数 11γ・.， !nを用いて記述されているとき、?の記述形式を Qとして

P:= Q(α1γ・・，αI;A1，...，Am;f1，・・.，!n) 

と書くことができる。そこで、この命題?を *Rにおける命題として理解するには、個体

はそのままにして、記述中のすべての集合と関数を、それらの超準化に置き換えて読めばよ

い。そのように拡張解釈して読みとられた命題を、“命題?の超準解釈ホ'P"と呼ぴ、?

と閉じ記述形式 Qを用いて

*P:= Q(α1， .・・ ，α1; *A1，・・・ ，*Am;*11，... ，*!n) 

と書く。なお、実数については準α1=α1，... ，百1=αtが成り立っている。

超準解釈された命題ホ?の意味は、定義 (=)0，(ε)0， (ε)恥(:→)苦， ((， ))x， (=)R， (ぎ)R，
(+)R， (一)R，(X)R， (+)Rを見ればわかるように、命題?がR においてもつ意味と同じ意
味に理解することができる。

つぎに、命題ではなく、実数変数 Uに関する記述

冗(y):=S(y:α1γ・1αI;A1，...，Am;l1，・・.，!n) 変数 yER
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が与えられた場合も、記述形式 Sをそのまま用いて、冗(y)の超準解釈*冗(η)を記述する

ことができる。具体的には、超実数変数 ηに関する記述として

ホ冗(η):=S(η:α1γ・1α1;*A 1 ，.・ • ，*Am; *11，"'，γ'n) 変数 ηE*R

と定義すればよい。

口例すべての素数の集合 P:= {2， 3， 5， 7， 11， • • • }と自然数 lに関し、

P: l ε{1}uP特 VmεNVnε N[l=mxn 争 m=lまたは η=1 ] 

はRにおいて真なる命題である。いい換えれば、この命題は R において集合Pを定義し

ている。この命題を超準的に解釈すると、

*P:入ξ {1}u *P特 Vμε*NVvε*N [入 =μ ×ν=今 μ=1または ν=1] 

に変わる。この超準的命題はひきつづき *Rにおいても真である。いい換えれば、この命題

は*Rにおいて集合*Pを定義している。

また、

y (y + 1) 
冗(y):[1 + 2 + 3 +・・・ +y=一万一] (yεN) 

という記述の場合、その超準的解釈は、

『 η(η+1) 1 
"n(7]): 11+2+3+・・・ ・・・ +η=一万一 l (ηε*N) 

であり、命題 VyE N R(ν)が N において真であるのと同じく、 Vηε*Nホ冗(η)もまた

*Nにおいて真である 170 口

~6. 内的対象と内的定義

(1) 内的な対象と外的な対象

超準解析の本質的な特徴はその二重性にある。超準的な対象、すなわち超準的数学世界に

おける個体、一般集合、一般写像、対対象のうち超対象空間に属するもの δを、内的な対

象 (internalobject)と呼ぶ。これ以外の超対象、すなわち超準世界における対象ではある

が超対象空間に属さないものを、外的な対象(external object )と呼ぶ。

すると、超対象空間の定義 18からわかる通り、

内的な対象特定義列をもっ超準的対象

外的な対象特定義列をもたない超準的対象

と特徴づけられる。すべての超個体ははじめに個体列によって定義されたから、超個体の場

合、内的でない個体というものは存在しない。これに対し、超準世界における集合や写像の
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なかには、つぎの例に見るように、集合列や写像列を用いて指定することのできないものも

存在し、それらは外的な対象となる。

最も簡単な内的集合(内集合)および内的写像(内写像)の例は、有限な個体集合および

有限な個体集合間の写像である 190

口例 N = {1，2，3，..・}はいかなる集合列によっても定義できず、外的な集合となる 200

また、増大集合列 {1，2， 3，..・ ，k}(kεN)によって定義される内的な集合は無限集合

{1， 2， 3，・・・ ・・・， ω}であり、 ω以下の連続した超自然数の全体で構成される。

これら、内的な集合と外的な集合の聞に、包含関係{1，2，3，...，k} c {1，2，3γ・・}c 
{l，2，3，------，ω}が成り立つ。 ロ

口例 *R において、不等式 ω くと壬 2ω+1 や∞<~壬 ω は半開区間 (ω， 2ω+1) 

や(∞， ω〕を定義する。しかし、 (∞， k Jという形の集合がR 内には存在しないため、
(∞， ω〕をR上の集合列によってとらえることはできない。つまり、(∞， ω〕は外的な集

合である。他方、集合列 (k，2 k + 1) (kεN)によって定義される (ω，2ω+1)は、ふ

つうの数をまったく含まない内的集合となる。 口

(2) 内的な定義

1)内的な対象聞には、これまで定義してきた (=)0，(ε)0， (ε)恥(:寸ぁ((，))xさら
に (=)R，(壬)R，(+)R， (-)R， (X)R， (+)Rを見ればわかるように、定義列を用いる定義、

いわば“内的な定義"が可能である。これらと同じように、数学的対象がもっ性質、数学的

対象聞の関連などといったものが、いずれも内的な定義によって、内的対象がもっ性質、内

的対象聞の関連へと拡張される。その際、内的に拡張された性質や関連の意味は、拡張前と

同じ意味に理解することができる。

2)ここで、超集合空間*(甲(並))におけるプール演算を、やはり内的に

(=)明 A=B 特 <Ak= Bk >k 

(三)曾 ACB 特 <Akc Bk >k 

(n)事 ψεAnB 特 < qk E Ak n Bk > k 

(u)曾 ψεAuB 特 <qkεAk U Bk >k 

( )¥13 ψεA {今 <qkε互k> k 

(ゆ)¥13 *φ=ゆ

と定義する。ここで、 A:=(Ak)~l' B:= (Bk)~l' ψ:= (qk)色1とする。すると、一般超集
合 ACホ¥11， BC*宙開に定義された記号=， c， n， u， 、さらに空集合φの意味は、超準
化以前と変わらない。たとえば、
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ψε AnB 特(qkεAk内Bk)k 特 (qkE Akかつ qkE Bk)k 

件(qkεAk )kかつ(qkεBk )k 特 ψεAかつ ψεB

という連関をたどることができる。なお、 3番目の仲では超フィルターの排中性の系の 2

を用いた。

3)つづいて、一般超写像以と):= Uk(X))早lとψ(と):= (gdx))立1の合成。を、

(0)苫 η=ψocp 件 (hk= gk 0 fk ) k ここで η:=(hk)立1とする

と、これまた内的に定義する。

一般超写像については、

cp:~ →@全射特 (!k: Sk→九全射)k

ψ:~ →@単射特 (Jk : Sk→ Tk 単射)k

が成り立つ。つまり、写像にとっての全射や単射という性質は、超準化の前後で意味が変わ

らない。

4) 内的、外的の概念を用いると、((*~))， ((*苫》は、必要十分条件の形に書きなおすこ

とができる。すなわち、

(*弔 Aε*(弔問)) 特 AC宇宙かつ A:内集合

(*苦) ψε ホ(苦(~， 8)) 特ヨf;c吃，ヨec *8ψ:主:→@全射
かつ ψ:内写像

が成立する。ここで、(*I，J})， (*苦)とも功:は、((*~))， ((辛苦》に内的対象の定義を合わせて

得られる。また.c::::は、 Aや ψに定義列をとることによって確かめられる。

(3) 操作$甲，・~. x と*~・苦×カテゴリー

すでに、これまで超積対象空間 *(0'x 0")を旬以*0"と書いてきたが、これより超集
合空間*(甲(0))を*甲(*0)、超写像空間*(苦(0'，0"))をす(ψ"*0")と書くことにする。
こうして定義された操作*甲，すを用いると、(*~)， (す)は

((*I，J})) A ε ホ~(*O) 特 Aε ~(*O) かつ A: 内集合

《ホ苦》 ψε*苦(*0'，*0") 牛今 ψε 苦(*0'，*0")かつ cp:内写像

と書き換えることができる。

ただし、ここで甲(*0)は、 *0に対する通常の意味での幕集合(したがって外的な部分
集合をも含む)を表わす。また、苦(*0'，*0")は、 *0'から *0"への通常の意味での写像空
間(したがって外的な写像をも含む)を表わす。
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((*l.ll))， ((*苦》が示すように、*l.ll，守という操作は内的対象である切，切切"から、内

的対象である*(甲(0))，*(苫(0'，0"))を生み出す。また、直積をとる操作×も、内的対象

であるゆ，切'から内的対象である切×切'をっくり出す。こうした操作を通して得られ

た各超対象空間切の組み立て方は、 M+3文字 *H1，. .• ， *HM， *l.ll，守， xがつくる文字

列として表示される。この文字列を一般に C(*Hb ••• ，*}王M;*~， *'H， x)と書くことにす

ると、これは内的対象がそれぞれに属する川事常×カテゴリー"を表示している。

重要なことは、操作*甲，守，xの定義*l.ll(帯。):= *(甲(0))，ホ苦(*0'，*0") := * (苦(0'，0"))，

切， x切":= *(0' x 0")に見るように、

対象空間 Oのl.ll苦×カテゴリー=C(H1，・ "，HM ;甲，J"， x)

I 
超対象空間切のホ甲守×カテゴリー=C(*H1!・." *HM ; *l.ll，守， x) 

が成り立つことである。

注

l 具体的には、 ~4.(4) において定義される。

2 ~7. (1)参照。

3 ここでは、おおむね、自然数や実数を表わすにはアルフアベット小文字を用い、超自然数や超実数を表わ

すにはギリシャ文字小文字を用いる。

4 二重帰納法による構成。

5 ~ 5.(1)の命題を参照。

6 “実数列が指定する超実数とは何か?..をいえば、実数列のUに関する同値類、すなわちRの超幕の元の

ことである。こう見たとき、“定義列"とは超実数の代表元の一つのことである。

7 その存在は、 Zornの補題を用いて証明される。

8 一般には、ここでの極大フィルターを超フィルタ一、ここでの超フィルターを非単項趨フィルターと呼ぶ

ことが多い。超フィルターとならない極大フィルターとは、ある自然数 tを含む集合の全体のことである。

9 有限集合の補集合のこと。その全体は 1つのフィルターをなし、 Frechetフィルターと呼ばれる。超フイ

ルターとは、Frechetフィルターの極大化のことである。

10 このとき定義列 {Ok}k=lが“具体的に定義可能"でなければ、つまり各 Okが番号 kに関して明示的に記
述され、かつ、数値として一意的に求まる場合でなければ、同ーの超実数に対する表示の多重性は、超実

数の直観的理解の上での難点とはならない。

11 H.(1)における補題。

12 すべての対象空間は、!Jl.~.X による三重帰納法を用いて構成されることになる。

13 ~ 3. (3)における補題。

14 ~4: (l)における補題。

15 したがって、個別超準化法による超準化は、通常の数学的記号に2文字*とωを付加した記号体系である。

16 H.(4) における補題および~4. (5)における補題参照。なお、今後*a(ω)のように、変数が超実数と

わかる場合には、しばしば事を省略して a(ω)などと書く。

17 ~8.(6) 数学的超帰納法参照。

18 ~4.(1)の (E)O 参照。
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19. . ~ 4.(4)における補題の(1)参照。

20 ~ 8.(1)において定理として証明される。
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