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非線形微分方程式系と不安定なリミットサイクル

一一複雑系経済学のために一一

寺 田 宏 持H
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II.解析的分析 (2) アンチノミ一理論とポアンカレ動学

園.トポロジカルな分析 モデル

N. R. F.ハロッドのアンチノミ一理論と V.結びに代えて

H.ポアンカレの動学モデル

1.はじめに

H.ポアンカレは， 1882年の『数学論集』において，非線形微分方程式系の重要な性質を表す

典型例をいくつか与えている。その内， 3番目の例が系の不安定な運動を示し，今日いうところ

のカオスの概念をも含むものである。ただし，彼は，モデルとなる非線形微分方程式系を提示し，

途中の論証はほぼ完全に省略して解の運動を示す結論的図を揚げているだけである。

従って，本稿の目的は， 3番目の例を素材にして， H.ポアンカレが省略した途中の論証を埋

めることにある。即わち，次のE章では解析的分析によって，さらに田章では H.ポアンカレが

好んで用いたトポロジカルな分析手法によって途中の論証が埋められるであろう。続く W章では，

「資本主義動態経済は，本来不安定なものである」というR.F.ハロッドのアンチノミ一理論と

本稿での重要な結論的意味を示す(図 2)との論理的関係が一つのシステム動学論としてアナロ

ジカルに比較・吟味される。言うまでもなく，数式と図との整合性には留意して議論は展開され

る。最後のW章では若干の結論が導かれるであろう 1)。

ll.解析的分析

H.ポアンカレが提示した非線形微分方程式系2)は，次のような形をしている。

dx du 
X(X2+y2_1) _Y(X2+y2十1) Y(X2十y2-1)十X(X2十y2+1)

1) 本稿執筆の動機および問題意識は，寺田宏洲著「ロジスティックカーブとカオスJr龍谷大学経済学
論集』第41巻第3号 (2001年12月)の II.はじめに」の延長線上にある。
2) H. Poincare 'Courbes Definies par une Equation Differenti elle' Journal Mathematiquees 1りureset 

Alりpliquees，Annee 1882. P ARIS. pp. 278-279 



T2 集 Vol. 4;l I'io. 1 

これをわれわ

)(? dy 
fも，

?ご砕き換えたものが次の (1)，(2) Jでブ:))
(11) Q 0 

…1) _y(.y2十y2十 1) fォ)

ト十1)十万(r;2十グ2--1) (三〉

J 

， y(t)を

るときの角攻。も，時間 tの関

にする円

あると考え， 1 )を考慮:し

間 1

y(t) 

( Z ( f ) ニ r(臼的仰仙fο山恥山)c

ν(υt)二 fκ(tの)sI出n{}引(tの) 4 ) 

x 。

を時間 fで全{!i;z分する o
d.y dr . ~. d{} 
一口 cos{}十r(--sin{})一-dt dt ，，"uv  ' '¥  '"U'V/ dt 

dy _._ dr ..:._ 11 i ..i . Ll¥ d{} 
一ーニ~::- sin{}十r(cos{})一-dt dt .....v . \~'''JV I dt 

( 5人(6 )式を行列表示する。

(3)， (4) 

‘
j
 

仁

3f¥
 

円。

dx 
I dt ¥ 
1
1 
dy J 

¥ dt I 

Idγ¥ 

r sin {} ¥ l' dt ¥ 
¥sinD Y cos{} J '1 d{} I 

¥ dt I 

J 門¥
( ) 

( ]人(2 )式の右辺を?(3人(4 )式およびx2 Y2を考癒して， γと。

てみる心

d連日
j dt i士 JfC050(rI-ursinO(f211〉i士 limo-sinoiJrvz-1〉i
ld立! lysinO(Y2-l)サ ω 剣山1)!

-
¥sinD cos{} J ¥村山口 /j

¥ dt ! 

( 8 ) 

= (8)よV)( 9 ) るつ

-fmoj 

sin8γ 仁osOJ 

-sMjFF(fL-1)j 

cosf} ! ¥γ(γ1十1)! 
9 ) 

-Ysmσi 
J!士 Aと

rcosσ 
L./ ，行列Aの行列式 1111の{直を求めると fとなる。よって，

¥
1
2
 

〈い吋む

f
f
i
、

は，IAI c=rと(行列 Aの余因子行列から生まれる)転置行事!J と(10)式となるつ

ぇJノ
j えられ

dt 
コー J!r1ーとぢえ る

V



June 2003 非線形微分方程式系と不安定なリミットサイクル 73 

瓦¥ 1 (rcos8 rsin8¥ (cos8 -sin8¥ (r(r2-1) ¥ 
f ¥-sin8 cos8J 4) ¥sin8 cos8 J ¥r(r2+ 1) J 

=(ゴココ)(;:;;;Y)(;:;:)

=(Cコ)'1 一、、h
E

，，pnu 

旬
E
よ

/
f
t
t
、

よって，

五ど=r(r2-1)
dt 

d8 0 
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dt 

d8 (12)式については，常γ一一>0なので，時間 tに関して Oは左回りで回転していくことが分~ 

dt 
かる。

dr 
(11)式については，一一=0を満子す r=l (ただし γ>0)を境にして次の 3つのケースに分け

dt 
V <.:. \I~J'~ 

て考えられる。即わち，

ar 
(i) r>lなら，ヱー>0なので，半径 rを増加させながら左回りで回転していく

dt 
ような動きをする。

(ii) r=lなら互と=0なので，半径 fを1に保ったままのリミットサイクル上を
， 

dt 

左回りで回転する。

dr 
(叫 Oくfく1なら一一くOなので，半径 fを小さくさせながら左回りで特異点の

dt 

原点に向かつて吸い込まれるように動く。従って，原点がsinkpointになる。

以上のことを総合的に考慮すると， (図 2)になる。

ただし，ポアンカレは原論文で(図 3)を与えている。
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X(X2+y2十1)+y(x2+y2-1) =0 

( 1 ) f X (-y) + ( 2 ) f>くzより

(X2+y2) (X2+y2+ 1) =0 

X， Yは実数であるから X2+ダ+1宇0，よって，X2+ダ=0つまり ，x=O， y=O 

よって，特異点は，原点のみであることが理解される。原点の近傍における非線形微分方程式系

( 2 )' 

( I)の解の振る舞いを調べるために，原点の近傍でテーラー展開したときの線形項は次のように

なる。

o
 

る

uu

な

r

v

比

一

r

日

=

一

一

川

い

ぺ

k一
d

均一
d

肱

1
1

一丁ノーーι止
輩
声

¥

l

/

r

h

h

 

E

i

i

 

(

の

πμ 

(7;:) 
この固有値Aを調べたい。そのために次の固有方程式を解く。

(13) 

|ア lA|=0
(-1-A)2十1=0より固有値えは，

A=-l::!:i 

(14) 

(15) 

えの実数部は，マイナスなので，縮小すること，あるいは，沈み込むことを意味しているし，え

の虚数部は，回転することを意味している。

[解曲線と半径 rの円との横断性]

原点を中心点とした半径 γの円 Cを考える。即わち，

C : x2+y2=r2 ただし r>O (16) 

ここで，与えられた微分方程式系(I )の解曲線が円 Cをどのように横断するのかを調べてみよう。

円C上に点p=(a， b)をとった場合の，点pにおける円 Cの接ベクトル玄を次のように定義

する。

Z=(-b， a) (17) 

他方，円 C上の点ρ=(a， b)における非線形微分方程式系(I )の解曲線の接ベクトル玄は，

次のようになる。

玄=(α(α2+b2-1)-b(α2+b2+1)， a(α2+b2十1)+b(a2+b2-1)) (18) 

ZとYのノルム(ベクトルの大きさ)IIZIIとIlxllは， llz卜κIlxll=r!2c五百となるべ
6) 11 :zf= (-b)2+a2=b2+α2=y2よって，I¥zトκ1¥X1¥2= (a(y2-1) -b(y2十川十(a(y2十1)+b(y2_1))

=(α2+b2) (y2-1)2+ (α2十b2)(y2十1)2

=y2(2y4+2) =2y2(戸+1) ノ
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図 4 国 5
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ここで，円周ーとの点戸における接ベクトル玄と，同じく点pにおける解の接ベクトルYの
の)位置関係を みることによって，非線形微分方程式系(I )の解の回転方向を確定

したい。
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の解 ( I玄15 )に示されているように，円 Cの外側から内側へ向けて横路)r

ダエニ1なら となる。

よって， (I)の系の解は， (図引に示されているように， I司:方向で X二2rの関係を保持しつ

つ，円 CJ二をちりに回転することになる。

r >1ならば 1，1<0 となる。

よって. (1) の系の解は， (1玄17) に示されているように，円 Cの内{期から外側へ横切ること

になる。

、よって iir!トr/2c戸工5
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図 6 図 7
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(図 5)，(図 6)，(図 7)を 1つの図にまとめると(図 8)が得られる。言うまでもなく (図

8 )の意味するところは，ポアンカレの論文 (1882)の例 3 (p.278) を解析的に解いて得られ

図 87)

X 

x x 

X 

7) (図 8)での玄と rの方向と上下の位置関係は正しく描いてあるが，図のスペースとの関係でそノ
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(非線形微分方程式)モデルとのシステム動学としての理論的関連をアナロジカルに検討してみ

ょう。

(1) R. F.ハ口ッドのアンチノミ-}里論9)

資本主義動態経済は，本質的には不安定なものであるという主張をR.F.ハロッドは以下のよ

うなノーマティブな仮定の下で説明する。

(仮定)

① 利子率の不変性，② 技術的進歩の中立性，③ 平均(=限界)資本係数は定数，

④ 平均(=限界)貯蓄率sは定数

(記号)

G:現実成長率，Gw:適正成長率(資本の完全利用成長率)， C:現実資本係数，

Cr:必要資本係数， Gn:自然成長率(労働の完全雇用成長率)。

〔短期〕

GC=G岨Cγ=s 基本方程式

(i) 初期経済状態がG>G却なら;

基本方程式を満たすには，Cr>Cとならなくてはならない。つまり，投資が(投資を呼んで)

増々促進される。そのことは，この基本式を適切に満たす以上に Cr>Cの状態をっくり出す可

能性が極めて高い10)。そのことが結果的には，初期の G>Gwのギャップを(埋めるどころか逆

に)増々拡大してインフレ経済に突入するメカニズムをっくり出すことになるだろう。

(ii) 初期経済状態がGく仏なら;

基本方程式を満たすには，CrくCとなるように投資が抑制される。そのことは，必要以上に

CrくCの状態をっくり出す可能性がきわめて高い。そのことが結果的には，初期の GくGwの

ギャップを(埋めるどころか逆に)増々拡大してデフレ経済に突入するメカニズムいをっくり出

すことになるだろう。

かくして，資本主義動態経済は， G=仏の時のみインフレもデフレもなくて安定的であるが，

その状態は knifeedgeの上を綱渡りする程に稀有なことである。むしろ，現実の資本主義動態

経済は，初期時点での現実成長率 Gと適正成長率Gwとのギャップが如何に小さかろうとも，

それらの希離は増々増幅されるメカニズ、ムが働いて，インフレ経済かデフレ経済を常態とする程

に不安定なものであるという主張である。

9) R. F. Harrod (1939)“An Essay in Dynamic Theory" Economic Journal， 49 (June)， pp. 14-33. 

R. F. Harrod (1942) Toward a Dynamic Economics: Some Recent Development of Economic Theory 

and their Aρplication to Policy， London， Macmilan. 

10) 投資を行う個々の企業家は，事後的はいざ知らず，事前的には，マクロ経済全体の Crや Cの値を知

らないからである。また，家計が決めるであろう 5の値を事前的に知る由もないからである。
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〔長期〕

GnC，.= G"，Cr土工:ニ5 

資本主義動態経済の長期的不安定性の根拠を，自然成長率 Gnと適正成長率 Gwとの議離の拡

大メカニズムに求めるむしかしながら基本的には，その理論的メカニズムも， GとGwとの希離

が拡大していくメカニズムが働くことで説明される。従って長期的にも資本主義動態経済はきわ

めて不安定であることが主張される。

(2) アンチノミー理論とポアンカレ動学モデル

RF.ハロッドのアンチノミー理論と H.ポアンカレの(非線形微分方程式)モデルとのシステ

ム勤学論としてのアナロジカルな関係は，きわめて明白である。われわれは， H.ポアンカレの

帰結を明解に伝えている(図 2)に即してアンチノミ一理論を適用してみよう。

議論の出発点を点 (1ラ0) にとる。適正成長率 Gωの経路は半径 lの円であるとする。

い) 現実成長率 Gの出発点が点(l， 0)で，常に Gニ Gωの関係を維持して推移する時にのみ，

手筏 lの円周は，理想的にして安定した成長経路であると同時に安定したリミットサイクル

でもある。しかしながら，この半径1の円上を G=Gwの関係を維持したまま運動すること

は， knife edgeの一仁を綱渡りするほどに至難なことである。

ほんの少し，Gが Gwの経路からずれてでもしまえば， しろ，現実経涜は GとGw

とが一致していないことが常態であるが-~-G と Gw との希離の大きさは拡大していくメ

カニズムが働くということであった:JGが点(1， 0) のごくわずか内側か。或いは，ごく

ずか外側から出発したとすれば， GとGω との径時的訴離の大きさは飛躍的に拡大して，系

は不安定なものになっていく様子を(図 2)は雄弁に物語っている。

郎わち，われわれが田章までに分析・検討してきたポアンカレ動学モデルは，資本主義動

態経済は本来不安定なものであるというハロッドのアンチノミ一理論をアナロジカルな意味

で有効に支持していることが理解できた。

v.結びに代えて

本稿を閉じるにあたり，大きく次の 2点を結論として指摘しておきたしh

第 l点目は匂 H.ポアンカレの非線形動学システムの径時的インプリケーションを示す['g]につ

いてである。われわれの分析から得られた最終的図は， (図 2)一一或いは(図 8)一一ーである。

それ対応してH.ポアンカレが掲げた図は，(図 3)である。 11.ポアンカレの図でのリミットサ

イクルの内外のうず巻きの方向は誤りである。われわれの(図 2)のように左巻きのうず巻きが

しいことを指J南しておきた~，、

2点目は， H.ポアンカレの動学モデルとR.F.ハロッドの資本主義動態経済との関連につい
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てである。すでに前章でシステム動学論として両者をアナロジカルに議論してきたが，事柄の重

要性に鑑み，ここではこの点に関して次の4つのポイントを再度，確認しておきたい。

① 安定的にして理想的な動態的径路がないわけではない。しかし，現実の経済なり或るシス

テムがその径路上を運動することは， knife edge上の綱渡りほどに困難にして 稀有なこと

である。

② むしろ，現実の経済なりシステムの動態は，その理想的径路からの議離の幅を拡大させる

メカニズムを内含していると考えるべきである。

③ 従って，初期状態での，ごくわずかのギャップが時間の経過と共に想像もつかぬ大きな誤

差として結果することになる。即わち，或る動学システムないし，系は，本質的には不安定

なものであると考えざるを得ない。

④ これら 3点を， H.ポアンカレの動学モデルは有効に支持しているということが本稿の分

析・検討によって明らかとなった。
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