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実ロジスティック方程式と

複素ロジスティック方程式に関する理論的再検討
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1.はじめに

われわれは， 21世紀における社会科学，特に経済学への応用のために，従来の経済学の理論に

対するアプローチを 2つの方向で拡張しようと考えている。 1つは，実数でしか扱われて来な

かった従来のモデルを複素数のモデルに拡張すること。 2つ目は，線形動学が主流であった動学

理論を一般形としての非線形動学に拡張すること口この 2つである。

この 2つの方向を念頭において，われわれは，その第一歩として昨年， I環境分析のための複

素ロジスティック方程式J([ 9 Jを見よ)を発表した。しかしながら，その論文は， B5サイズ

で6ページのスペースしか与えられなかった。従って，その論文のもつ重要性と議論の正確さに

比べて，論の展開が必ずしも丁寧であったとは思われない。

よって，その弊害を除くために再度，ロジスティック方程式を実数と複素数に分けて取り上げ

ることによって，解の興味深い振る舞いを理論的に且つ，丁寧に検討することが本稿の目的であ

る。言うまでもなく，理解を促進する上で必要な議論は新たに追加されることになるし，論述は，

数式一図一言葉の三位一体を図りつつ，きわめて説得的になされる。

II.実口ジスティック方程式

(1) 導出

経済変数としての Nが時間 tに関してロジスティックカーブ (Sカーブ)を描くためには，

dN 。
=αN+bN~ 
dt 

① 
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において，a>O， bくOである必要がある。実時間 tを+∞にとったときのNの最大値を Kと

する。最大値Kでは，次式が成立する。

dN， 一一。
一一| 一=αK+bK2=0 dt I N=K 

よって， b=一三
五

② 

②式を①式に代入すれば

dN α 。 1_ N¥ 一
一一=αN-τN2=α11-~ )N，ただし，K>O dt ~~ ， K ~ ， ~，. K J 

が得られる ([8)pp.158-161を見よ)。

d I N ¥ I ~ N ¥ N 1 ""'*-'" tr/ 1 -rl.. d. _ N 
この式の両辺にてを掛け -i-i-dl--iτ と変子し 改めてーを Nとして表示した， dt¥K) -U¥..L K ) K '-3':.JI/ v， '"'A'̂./ '-K 

次の(1 )式を実ロジスティック方程式と考えることにする。或いは，ロジスティックカーブの最

大値を K=lに標準化したときのロジスティック方程式を議論の出発点にとる。
dN 
=α( l-N)N ただし α>0 
dt 

、、.，，ノ
寸
l
i

〆

't、、

(2) 一般解とその振る舞い

( 1 )式について，初期値N。を明示的に含むNの一般解は，次の(2 )式になる。ただし，No 

手 0，1とする。

_fl" No e _.・ナ一一一一一一一
， l-N，。

言うまでもなく No=lのときは N(t)三 1であり，No=Oのときは N(t)三Oとなる。

なぜ，一般解が(2 )式の形になるのかを，初期値Noの取り得る範囲を以下の(i ) ~ (iii)にわた

N(t) 

N。
l-N。

( 2 ) 

る3つのケースに分けて考察したい。

まず， (1)式を次のように表示し直す。

dN α.dt 
(1 -N)N 

左辺を変数分離する。

dN. dN 
一一+一一ーとα.dt 両辺の積分をとる。
N ' l-N 

( i ) 0くNo=N2く 1にとれば，解N(t)は， 0くN(t)く 1にとどまる。

に(守-d(J1))=ルdt
10ge N-10ge N2一 (loge(l-N) -10ge( 1 -N2)) =αt 

N.  l-N 
loge五百一logeI二瓦=αt

l/lV1-N2 
oge町×τ工子)

一立一一一立2_ .nut 
l-N l-N2

む
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これを Nについて解くと，次式を得る。

N2 
1-N2 

N(t) = ι(  2 ) / 
e-at+-J11-
1-N2 

ここで，0くN(t)く1を満たす実時間 tの範囲を求めると，一∞くtく+∞であることが確認

できる。

(ii) 1くNo=N3にとれば，解N(t)は，N(t) >1の範囲にとどまる。

C(45-d?と11))=ル.d
loge N-loge N3一 (loge(N-1) -loge(N3-1)) =at 

N / N-1 __at 
N3/ N3-1 む

これを Nについて解くと，次式を得る。

N3 N3 
N:1-1 1-N:I 

N(t) :T' ~ - J¥ 

N3 _-at _-at I N3 
一一一 一-N3-1 ν v '1 -N3 

ここで，N(t) >1を満たす実時間 tの範囲を求めたい。

( 2 )か式の最初の形に着目する。分母が正であればN(t)>1を満たすことになる[注1J。

よって，分母>0を満たす tが求めるものである。

( 2 )グ

一主~-e ω>0
N3一1

一一
N3 

6一<""N3-1

-at<州法王)
1. I N:I ¥ 

t>-~lOge~高三T)

(iii) No=N1くOにとれば，解N(t)は，N(t)くOの範囲にとどまる。

両辺の自然対数をとる。

α>0であった。よって，

に(与しd(J1))ニル dt
loge( -N) -loge( -N1)一 (loge(l-N) -loge( 1 -Nl)) =at 

，-N¥ . ，1-N¥ 
1叫二五)-loge~子副司t

N v 1-N1 __at 
一一

1-N" N1
ν 

N1 
l-Nl 

N(t) 

ー一
N
N
一一一1
i+
 

(2)'" 
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N(t)く0 となる実時間 tの範囲は，分子は常に負であるから，分母が常に正であればよい。

よって，求める tの範囲は次の不等式より求まることになる。

e一叫一主~>O
1-N1 

nt， -N1 
e ーノ一一一一一一ー
， 1-N1 

tくすl叫市)

両辺の自然対数をとって，

これまでの議論から，ロジスティック方程式(1 )式について，初期値N。を明示的にもつ一般

解は，N。の取り得る範囲によって次のように整理される。

(i) o <No=N2く 1のとき，

N(t) 

(ii) No=N3> 1のとき，

N(t) 

(iii) No=N1くOのとき，

N(t) 

N2 
1-N2 

n い N2e _-十一一一一一一
， 1-N

2 

N3 
1-N3 

-at+ 1 N3 e _--r 1 -N
3 

ただし，c

N1 
1-Nl 

-at+ 1 N1 
e _--r 1 -Nl 

C [注zJ
e-at+C 

N3 
1-N3 
く 0

C [注3J
e-at+C 

ただし， c=一立~<O
1-N1 

(iサ N。のとき

(v) N1のとき

N(t) = 0 
N(t) =1 

( 2 )， 

( 2 )グ

( 2 ) "， 

これらを図示すると，図 1が得られる。初期値Noのとりうる範囲によって，ロジスティック

方程式(2 )式の実時間 tに関する「振る舞ぃ」は，大きく異なることに留意すべきである。
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N 

すI一一一-/:変曲点

t 
〔注4J

¥メ〔注3]'

t=ーがOge(走1)
〔注3J

t=-~ lOge(弐)
〔注2]'

図1

111.複素ロジスティック方程式

(1) 導出

ここでは，実数表示のロジスティック方程式(1 )を複素数表示のロジスティック方程式に拡張

して，その解の振る舞い一一特に，発散するケースーーを調べてみよう。

複素数Z，T，αをそれぞれZ=N+/ご 1M， T=t+/ご1s，パラメタ α=α+/ご 1bと考え

る。言うまでもなく ，N， M， t， s， a， bそれぞれは，実数である。すると，基本的には実数表

示のロジスティック方程式(1 )を導出したときと同じ考え方で，複素ロジスティック方程式も次

式の形で与えられる。

( 3 )式の右辺である

dZ 
=α(1 -Z)Z 
dT 

α(1 -Z)Z= -aZ2+αZ=ーα(Z2_Z)=一中ーす-士)

=一α(Zーを)2+?
一ωl

F こで，Z一一=一一とおき つまり Z=一一十一とおき(3 ) f式に代入する。
α"α2  

( 3 ) 

( 3 ) f 
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dZ 1_ 1リ
=αIZ-::l +~. 

dT 日\~ 2/ . 4 

/ω¥2目 α-ω2α
一一一一一

日 lαJ. 4α 目 4

Vol. 45 No. 2 

② 

1ω(T) 
Z(T)ーす=--E一 」こで aと考える。

両辺を複素時間 Tで全微分する。

dZ 1 d，ω 
dT α dT 

⑪ 

②=⑪なので

ω2α1  d，ω 
一一一十一一=一一・一ー より
α4α dT 

d竺=ω2ー豆，ただし G
dT ~ 4 (4 ) 

を得ることになる。

(4 )式の差分方程式をつくるために， (4)式を次のように書き換える。

一α
1
レだた

2α
一
4

2
n
 
ω
 

一一
m
一
ω
一
一一
m
l

H

一A
m
一
ω
一

( 4 ) r 

ωn+l-ωn=LlT(ω;-Z)， 

ωn+l =ωn+山 ;-Zι 両辺に山掛ける。
山川=山汁凶 ωn)2-Zmz

1 • ~ . 1、2 1α2 
=(Ll T・ ωn+~l 一一一一・(LlT)2 両辺の形を合わす。

\-~ wn'  2 J 4 4 

1 • ~ . 1 ¥2 1α2 ，. ~，~ 
Ll T・ ωn+l+一一=I Ll To ωn+~1 一一一一一一・ (Ll T)~+一一

\-~ wn'  2 J 4 4 

1 • ~ . 1、2 1α2 ，.~， ~ 
=I Ll T・ ωn+~1 + 一一・(LlT)~ 

\-~ wn'  2 J . 4 4 

1 __ 1 α2{  
ここで，LlT・ωn+l+~= Un+l， Ll T・ ωn+~=U 一一一(LlT)2= C (疋数)とおくと，次式2 vn， 4 4 

が求まる。

Un+1= U~+C ( 5 ) 

この写像の Julia集合JcのCをパラメーターにとったときの変化と，この写像をJc上に限定

したときの解のカオティックな振る舞いは，多くの研究者によって考察されている ([1)，[3) 

を見よ)。
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(2) 一般解とその振る舞い:特に発散するケース

ところで， (3)式において，初期値Z。を明示的に含む一般解は， (2)式を導出するときと同

様にして，Zo手0，1のとき次式の(6 )式で表される。

Zo 
1-Zo 

Z(T) ~ ~~ ，ただし Zo学 0，1 
eαT十一三L
1-Z。

( 6 ) 

( 6 )式の分母を零にする複素時間 Tの値で，複素解Zは発散することになる口その集合 Qは，

次のように表現できる。

r ~_ ~I _~7'， Zo ~ ， 
.Q=ITECle-αT十一一一一二oI (7) 

l~-~IV 'l-Zo ~J 

= [-aT=lOge I舌計十T(叫(王金)+ 2 nk) I kは整数!日幻]
r ~ 1 f， I -Zo I ， I ーァI I -Zo ¥ ， ~ . ¥ 1. ".w.."，_，' 

=IT二一一Hogel一一一l+j-1(arg(~ ~~)+2nk)lk は整数 I (7)! lαrV5el1-Zol ''1/ .l. \U~5\ 1-Zo/' '-"1.'"/1'" ."'.:a:.3ÂJ 

ただし， ar-1Liは 一三Zoの偏角である。d¥ 1 -Zo/ .~， 1-Z。

Zo一一αTー -Zo( 7 )式の条件式 e一αT+一一一一 Oをe 一一一一一と考え両辺の自然対数をとると，1 -Zo V "- " 1 -Z。

-αT=lo只{一二ZLi，複素数の対数表示は次のようになる。
5
e
¥ 1 -Zol 

=lOgel舌~I 十日・ (a吋示会~)+ 2 nk) 
ここで，複素数α，Tを実数表示にする。

ー αT=一(α+よご1b)(t+j=-Ts) 

=一(ω-bt)-jごて(bs+αt)

(8)=(9)より次の 2つの式が成立する口

as-bt=logel王金|

bs+αt=-and二三~ ) -2 nk 
d¥ 1 -Zo/ 

( 8 ) 

( 9 ) 

(10) 

、、・1
'
J

1
E
i
 

-Eよ
/
1
¥
 

T一平面に(6 )式の複素解Zが発散する集合Qを描くことは，即わち， (10)， (11)式を描くこ

とである。

よって，図 2を得る。
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ち，、~-7、、

」ー'- 1...， 

s 

。
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(11)式のk=-2

(11)式のk=-l

(11)式のk=1 (11)式のk=O

t 

図2

。={…，A-2， A-!， Ao， A!， A2，…} 

Vol. 45 No. 2 

(12) 

つまり，図 2は， (6)式の複素解Zが有用な複素時間 Tの下で発散する点は， (12)式が示すよ

うに可算無限個あることを教えている。言うまでもなく ，Ao， A-!， A-z各点の間隔は，全て

2πである。

いま，図 2における (10)式上のA。点を出発し，次の発散するA-!点に到達する時の解Zの運

動を考えてみよう。。は O三五O三五 2π の範囲で動かすものとする。(6 )式を次のように展開する。

Z。
l-Z。

Z 月

eαT + ~ LO  -
l-Z。

Z。
1-Zo [注6]

e叫王争!+F1(arg(正念ト。)十elOge!合卜日(a日(合))
Z。
l-Zo 

l古 l¥e0 ("'(改)-0)+♂(哨)))

IZI 

1ド(削除)-0)十戸(arg(合)) I 

( 6 ) 

(13) 

(14) 

(14)式の IZIの動きを調べるためには，分子が1であるので，分母の動きを考察すればよい。

(14)式の分母の第 1項の動きを図示すると，図 3のようになる。
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r--;- -z、
A点:1・e';-1 arg-y二五で{}=0 

図3

r--;- Zo 
B点:1.e-1ar町三五上の定数

即わち，{}ニ Oである出発点のA点は，半径1の円周上を右回わりで回転している。 Oをπ回

転させた時のB点は，A点と原点対称になっている。これは図4の点線で描かれた半径1の円

で示される。

♂(arg (南)-0)+♂(arg(有)) 

面平Z
 

ど
リ
リ
斗

L
川

A
 

，，
 
〆ヲ
勺

'
 

図4

従って， (14)式の分母全体の動きは，図 4で点線で描かれている時計四わりで回転する半径 1

の円を， arg( 1 ZOry )の方向に(定数である B点の方向に)半径 1だけ平行移動することに
b¥l-Zo/ 

よって求まる。すなわち，図4での実線で描かれる円の動きが(14)式の分母全体の動きである。

具体的には次のようになる。
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出発点であるん点では，。ニ O であるので A~ 点と 5 点とは原点対称になることから (14) 式

の分母は 0になる。そのことは， IZIが発散・爆発することを意味する。

。がπ回転した実線の円での B'点における (14)式の分母は，半径1+半径1の2となり， IZI 

=;となる。

更に Oがπ回転すると，出発点であるん点(図 2で言えばA-1点)に戻ってくることになる

ので，(14)式の分母は再び0になる。そのことは， IZIが再び発散・爆発することを意味する。

(14)式で示される IZIの動きを，複素解Zが発散する図 2での…，Al， Ao， A-l' A-2…との

関連で描き直したものが図 5である。

[注 1J 

Izl 

1 
2 

Ao AO+A-1 
2 

A-1 A-1 +A-2 
2 

図5

A-2 

e-at， (ただし α>0)は，+∞から Oまでのイ直を図のようにとりうるからである。

eαt 

ただし， α>0

。

[注2J

初期値N。が図 1のN3点を通る曲線の導出。

No 
l-Nn 

N(t) ~ ~~~ ， ただし α>0 
e-at十一 lVO
l-N。

( 2 ) 
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( 2 )式の初期値N。を N3>1にとる。

一並ごニC<0の定数となる。よって，
l-N3 

N(t) =ョ手ー ただし C<O
ヤTし'

( 2 ) 

( 2 ) I 

( 2 ) I式の形状を確定するために， (2) I式の実時間 tに関する一次微分と二次微分それぞれの符号を調べ

たい。

)
 

-
l
 
(
 

dN_ -Co e-at 0 (一α) C・G・e-at
? - / .-at 匁<0，よって，N(t)関数は右下がりの単調減少関数である。

dt (e-at+C)2 (e-at+C)2 

)
 
-l (
 

ポN_Caoe-ato(一α)・(e-at+C)2-2 (e-at+C) oe-at・(α)・Cαoe-at
dt2 (e-at十C)4

-Coa2・e-at・(C-e-at)
(e-at+C) 3 

C<O，α>0を考慮すれば，二次微分式の分子は常に負になる。

分母は，tニ+∞にとれば負の定数Cに漸近することが分かる。また，分母の e-at+C=h(t)とおき，
1 

h(t)を満たす tを探すと，e-at=-Cの両辺の自然対数をとることにより ，tニ一一10ge(-C)となる。図。
示すると，

、、、、、、、、、!、l

h(t) 

つまり ，t炉ト=一一士七10同均O勾悌ge肘e

になる。従つて，二次微分式の符号は常に正になるので，N(t)関数(2 ) I式は下に凸になる。

このようにして，図1に表しであるような，右下がりでかつ下に凸な N(t)曲線が得られる。

[注2]'

出]での(2 )式の分母 h(t)= 0を満たす，つまり，解Nの爆発が起こる t作=一士10噌g肘e

1 ， ( N3 ¥ 
予誌;を代入した tニマoge(N;~1 )が求める実時間である。

[注3]

初期値Noが図 1のN1点を通る曲線の導出。

N。
1-No 

N(t) ~ ~~~ ， ただし α>0 
_s" lVO e _.寸ー
， l-N，。

( 2 ) 

( 2 )式の初期値N。を Nl<0にとる。

一主~=C<O の定数となる。よって，
l-N1 

N(t)=ョ手ー ただし ω
t+し'

( 2 ) I 
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( 2 ) I式の形状を確定するために， (2) I式の実時間 tに関する一次微分と二次微分それぞれの符号を調

べたい。 α>0， C< 0を考慮、して，

)
 
-(
 

dN C・α'e-at
一一 -:: .-~. 0 < 0 
dt (e-at + C) ~ 

)
 
1
 
1
 
(
 

よって，N(t)関数は，右下がりの単調減少関数である o

d2N c・a2'e-at.(C-e-at) 
dt2 (e-at + C) 3 

分子は常に負である。

分母の e-at+C=h件 Oを満たすtは， [惟注削削2幻]のときと同様に考えて，t作=一÷lO略ゆ削ge似eバ(ト一
1 ， I 一N1 ¥ 

つまり ，t=一一loge(ーC)=一一loge(1一一)より左側の実時間 tでは，二次微分式の分母は常に正
α ぺl-N1J

となる。分子は，常に負であるから，二次微分式の符号は常に負となる。つまり，上に凸な曲線となる。

よって，N(t)関数は，図 1に示されるように，右下がりで上に凸な曲線となる。

h(t) 

。

t=ーすloge(-C) 
I、(-Nl ¥ 
=一万loge¥1二万1):

h(t)くむ

‘・.
“ ‘・・

百<O~ 二................ー?竺t

[注3]， 
N1 ~ ". ~ ，-， _ . h' 1 . I -Nl ¥ 

[注3]での t=-~ loge(-C)にC=τて万;を代入すれば t=- ~ loge(-lτ討が得られる。
[注4]

寺田宏洲『非線形動学と経済一一政策・ロジスティックカーブ・カオス 』晃洋書房， 2004年2月，
1 

p.161および図 7-3より変曲点のy座標は，(K=lのときは)ーである。つまり， (1)式の時間 tに関す
唱 2

る二次微分をとり，それをゼロにする Nがすである。よって，

N2 
1 1-N2 
2 _n'， N2 e _.十一一一一一一一

， l-N
2 

を満たす実時間 tを求めれば，次のように，図1でのx座標が求まる。

1. I N虫、
t=一一一loQ:，(--:;一一乙-;-1
αd"' 1 -N2J 
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[注目

e一昨T+一畳一=0
1-Zo 

e-aT=一二互Lニ定数
1-Z。

定数一二互Lの位置を極F式で表わし，かつオイラーの定理を用いる。1 --ZO V_/ I..!.L.IJ=!.，. c_ 'I~JI/ 

Ff 

阿南)叫/ \~)O 

二ZK三|王争|イgel或|
e-aTニ二互L
1-Zo 

=1舌~Ic吋g(古)+ 2πk)+日・|古市in(arg (舌~)+ 2 nk) 
I -Zo I ( I I-Z。、¥， ~ . I I -Zo ¥ 、1
=1一一一1kos(and-.-一一1+2nkl+似 -1・sin(ar{l(-一一一一1+2nkH1 1 -Zo Il~~u ，~~ð ， 1 -ZoJ ' ~ "'"J 'V  • U"' ，U~ð ， 1 -ZoJ ' ~ '.'"JJ 

=el叫舌~1'eFて(訂g(ぜ会~)+2nk)

=州三~I十日(arg (手金)+2d)，よって

-αT=loQ.1二五|七 -lla四ド三~ )+ 2州
del 1-Zo 1 匂ム，U~ð ， 1 -ZoJ ' '-' '.'"J 

[注6J

( 6 )式・右辺・分母の第 1項は， (8)式を考慮した上で(半径 1の円が)時計回りに Oの偏角で回転

している形に書き改められる。
ヲ

( 6 )式・右辺・分母の第2項は，複素数の定数一L..Oーを極子式の子で表し，かっ，オイラーの定理を1-Z
o 

<!..'I~! I/，.J--"V/JI/ 

考慮すると，本文の中で[注 6J を含む式の分母の第 2 項の形に書き改められる。また， el叫示今~I=
eloge|τ令1=1二 ZL|である。

11-Zol 

よって， (14)式が生れる。
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