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Maximaによる Nash均衡の計算
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2入非ゼロ和行局ゲーム Maxima Nash均衡 線形相捕方程式

1 tまじめに

本稿は 2入非ゼロ和行列ゲームの Nash均禽について考察したものである。 2入非ゼロ和行列

ゲームの Nash均禽を求める方法は Mckelvey-担clennan[3 ]の展望論文によれば， Liapunov関

数を使用する方法や噺湘捕方程式の解を利期する方法など，幾つかの方法か濃案されている。以

下では，線形相福方程式を解くことによって Nash均禽を求めるD

次第では 2入非ゼロ和行列ゲームにおける Nash均衡の定義を述べる o Nash均衡とは，各プレ

イヤーが相手の戦略を所与として自己の利得を最大化することによって与えられる均衡であるQ こ

のことは両方のプレイヤーが各々，線形計冨問題を解くことを意味する。

第3節で辻，特にプレイヤーの持つ純粋戦略が21匿の場合の Nash均衡の存在を，シミュレー
ションによって図示する。そこでは，プレイヤーの最適反応が，利得行列の成分の組み合わせに叡

存して様々に変化することを示す。

第4節では，一般の 2人非ゼロ和行列ゲームの Nash均衡を求めるために，各プレイヤーの隷形

計画問題の双対問題を定式化することによって，糠形程補方程式を導く。

第5節では，この線形相補方程式から Nash均禽を Maxima[5] を用いて求めるためのアルゴ

リズムを述べる。 Nash均衡は線形梧補方程式の非負解に対志するが，線形相補方程式の解のなか

に辻不定解も存在するa この節では，不定解以外の非負解を取り出す方法を示す。

第6節では，残された課題について述べるc

付録では， Maximaのインストール方法と Maximaプログラム，およびその実行例を掲載する。

本所究。では，利用するソフトウェアとして Maximaというフリーの数式処理システムを採用し

た。これは MicrosoftExcelなどの数殖計算ソフトウェアと異なり，数式を記号的に処理するため，

未定係数を含んだまま計算を実行できるので，誤差のない厳密解を得ることが可能である。そのた

め，理論的な研究を行うのに適していると判断した。また，類似する高用ソフトウェアとしては

Mathematicaや斑apleが有名である。だが，入手髄格i土地の教育用ソフトウェアと比較して相対

的に高錨2)である。それゆえ，外観や操作性などの演末なlHこは問題があっても，計算結果は高用

1) この研究は，龍谷大学経営学会の研究部会「社会科学の研究や教育における Maximaの応用jの共問所
究の一部である 0

2) 1列えば，以下のむRLにMathematicaやMapleの最新面惑が公表されている。 ノ



n
h
u
 

ハ
υ
A
V
 

つ山VA
 e
 

'
h
u
 m
 
e
 

ι
a
L
 P
 

出
しQ〕 Maximaによる Nash均衡の計算 13 

のものと何ら遜色ないフリーウェアを採用したむ

2定義

以下では， 2入のプレイヤーを，それぞれプレイヤー Iとプレイヤ-11とする。プレイヤ-1

はm舗の純粋戦略を持ち，プレイヤー 11はn個の純粋戦略を持つものとする。各プレイヤーの科

得行列を，それぞれA，Bとする。各プレイヤーの混合戦略の集合を

x={ZEFizzi二 M 注0，i =1， ...， m} ( 1 ) 

Y=lkr122t=Mみ0，i = 1， ...， n} ( 2 ) 
で表す。所与の混合戦略X*EX，y*E Yに対して，プレイヤ-1，11の期待利得は，それぞれ
子'Ay*，子'By*である九
このとき，現合戦略Nash均衡は，すべての三EX，および，すべてのdEYに対して，不等式

一一今 一一→ 一一歩 ーー→
zキ'Ayキ~ x'Ay* 
一一→ ー→ ーー→ → 
x*'By* ~ x*'By 

( 3 ) 

(4 ) 

を溝たす組， (子，y*)として定義される。(3 )はプレイヤー 11の混合戦略Fを所号として，X*
が;'Ay*の最大債を与えることを， (4)はプレイヤー fの混合戦時子を所与として，y*がX*'BUの
最大値を与えることを意味する。すなわち， (3)において，子は次の線形計画問題心の解である。

この縫形計画問題を問題P1とする。

(P1) MaxImIze ;'Ay* =何)エ
Subject to 

iうm ・x=1 
( 5 ) 

ー今

xER弘

同様に， (4)において，y*は次の隷形計酉問題の解である g そして，この糠形計酉問題を問題
PlIとする。

(PlI) MaxImIze X*' By = (B子)'u
Subject to 

Pn・y=1 
( 6 ) 

yER~o 

ここで， (5入 (6)の五は，すべての要素が1のk次ベクトル五=(1， ...， 1)'εRkを意味する臼

3 最適反応と Nash均衡

この箆では，各プレイヤーの持つ純粋戦略が2倍の場合について，プレイヤーの最適長応を描

く。 Nash均衡は，プレイヤーの最適反正、の共通集合であるむ

'¥. M athematica http://wwwぷp.CO伊Isilmathematicalprice.html
Maple http:グ.www.cybernet.co.jp/maple/priceAndex.shtml 

これで~j:，追実験を行うには学間以外の開題点による敷居が高すぎる。
3) 上付記号の Fは転置を意味する。
4) この定式化は vonStengel [4Jによる。
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問題 (P1)の解を子とする。子はプレイヤ-11の戦略Fを所与とした場合のプレイヤ-1の
最適戦略である。所与とするFに対して，子は一義的に決まるとは課らをいD そこでこれを集合

府)= {子I(AY*)'子=守ぎ(AY*)'i} ( 7 ) 

で表す九 Pと手(Y*)~こ属する子からつくられる組 (X*，Y*)の集合はプレイヤー Iの最適反応
と呼ばれる。これをD1とする。

D1 = {(X*， Y*) IX*ε伊)} ( 8 ) 

同様にして，問題 (Pρの解を矛とする oY*はプレイヤー Iの戦略子を所与とした場合のプ
レイヤ-11の最適戦略である。所与とする子に対して， Y*'ま一義的に決まるとは限らない。そ
こで，これを集合

cp(子)={Y*I(B司FF=守5(B?)2) ( 9 ) 

とする。子と cp(子)に属する矛からつくられる経(x*，Y*)の集合はプレイヤー Hの最適反応
と呼ばれるむこれを DIIとする。このとき，Nash持禽はD1とDIIの共通集合として与えられる。

行DII= {(λY*) I X*Eo(Y*)， y*Ecp(子)} (10) 

m = 2， n = 2のとき，いくつかの利得行列を板定して最適反忘6)をシミュレーションによって函
示した。シミュレーションのためのプログラム およびその実行の様子は付録に掲載している。

一 11 1 ¥ 
例えばプレイヤ-1の手Ij得行列 AをA= ( ~ ~ 1で与え，プレイヤ-IIの利得行列 Bを
， 、¥0 11 
11 0 ¥ ・ F

B = I -~ )で与える。このとき Nashゲームの最遥反正、を国示すると次のようになる。
¥ 1 11 

1 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

。。 0.2 0.4 0.6 0.8 1 

図1 最適反応、の測 1

このグラフから， Nash均衡は 2点存在することが予想される。

5) ( 7 )の maxは手に関して最大北を行うことを意味する。
玄εX

6) 和得行列の要素と最適茂吉、の関採は，白井 [6]，265ページに示されている。
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一 f2 0 ¥ 
次に例えばプレイヤ-]の利得行列AをA= (= ~ 1で与え，プレイヤー]]の利得行弼 Bを
， 、¥0 1/ 
f 1 0 ¥丹、

B = (~ = 1で与える~このとき Nashゲームの最適反応を菌示すると次のようになる。
¥ 0 2/ 

0.8 

0.2 0.4 0.6 0.8 1 

1 

0.6 

0.4 

0.2 

図2:最適反正、の例2

このグラフから， Nash均衡は3点存在することが予想されるG

一 f1 1 ¥ 
最後に例えばプレイヤ-]の利得行列AをA= I ~ ~ Iで与え，プレイヤー]]の利得行列B
，、¥1 1 / 
I 1 1 ¥ ~\ ーー

をB= I ~ ~ Iで与える出jo このとき Nashゲームの最違反応を図示すると次のようになる。
¥ 1 1 / 

。 0.2 0.4 0.6 

菌 3:最適反応の傍3

0.8 1 

このグラフから， Nash均衡は [0，1J X [0， 1J全体に存在することが予想される。

4 線形梧楕方程式

議節では，プレイヤーの持つ純粋戦略が2個の場合について，シミュレーションによって最適

反応をみたむこの節では，一般の mXn型の利得行列が与えられた場合の Nash均禽を求めること

を言えみる。

7) これは「男女の関いjと呼ばれる有名なゲームの倒である。

8) 利得行列から明らかなように戦略に関保なく利得が一定である。現実問題であれば，戦略を選択する気

が無くなるゲームではある。



Vol. 46 No. 2 

いま，問題P1と問題PIIの双対問題を考える。問題P1の双対問題を問題 QIとし，双対変数を

uERとする。そして，問題PIIの双対問題を問題 QIIとし，双対変数を vERとする。開題 QI

と問題 QIIはそれぞれ，

経営学議集16 
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である。

問題P1の最適解を子とし，
より，が =(?) Ay*を誇る 5
(u*T: -AY*) = 0と表すことができる。これは相補性条件と呼ばれる。同様にして，
最適解をFとし，それの双対問題 QIIの最適解をポとするむそのとき，双対定理より，
(v*Pn -B'?)を得るQ
以上をまとめると，行列ゲーム (A，B)は適当な u，vに対して，次の式が成立することが，

Nash均衡{(υ)}を持つための必要十分条件である。
uPm -Ay ): 0 

VPn -B'xみO

Pm . x = 1 

Pn • y = 1 

3・(必-Ali) = 0 
d(4-M)=o 

それの双対問題 QIの最適解をがとする。そのとき，双対定理9)

この等式は， ( 5 )より，u*瓦・子=がとなるので，子.

問題PIIの

一言.g 

(11) 

(12) 

(13) 

(14) 

(15) 

(16) 

(17) 

ここで，各プレイヤーの利得行列の要素は非負であるものと仮定する。そして，その行列におい

て列ベクトルまたは行ベクトルがるであるようなものは存在しないと仮定すると， (11) ~ (17)は
次のようになる D

X E Rr:!o， y ε R~o 

(18) 

(19) 
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問題Pjの目9) ここで言う双対定理は，問題 Pjと問題もの一方が最適解をもてば，勉方も最適解をもち，

的関数の値と，問題 QIの巨的関数の値は一致することを意味する。
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; (B'x + (vFn -Bfx)) =五
u戸m - Ay E R1f!o， x E Rお，vp持 - B'x E R~o， y E R~o 

v u v=τ::::;-ーす.u=τ三一ーす
Pm' x ム.y 

さらに， (18入(19)， (20) ， (21)は，次のように表すことができる。

ー今 ーー努 ーーーーーーー'

Mz 十 w=戸m十持

z' w = 0 
z， W E R1f!o+n 

M=(302=(ZH=(2ユロ)
と量いている。この問題は線形相補計画問題と呼ばれている。

(Zj， Wi)， (i = 1， ...， m十 η)は相諦対と呼ばれる。

このとき，

5 Maximaによる線型相補方程式の解

(21) 

(22) (23) 

(24) 

(25) 

(26) 

17 

J，記の成分について

線形相補方程式(25)，(26)において，方程式の数は 2(m+ゆ式，変数は 2(m+η)悟であ乃，
変数と方程式の数は一致する。したがって， もしこの方程式を亘接解いて非負条件を濡たす解を得

ることができれば，それらの解に対応する Nash土台換?を求めることができる。隷形相補方程式を解

いて Nash均衡を求める手順は次のとおりである。

・利得行列の要素を正数にした後上述の行列Mを作る 0

.線形相補方程式のすべての解を求める iO)G

・解のなかで不定解を除いて，非負条件をみたすものを弛出して，そこから Nash均禽を計算する。

線型相補方程式を利用して Nash均衡解を求めるための話aximaプログラムは，とい

nash -equilibriaという函数名11)で、パッケージ化した。この函数は 2プレイヤ-1，11の利得行列A，

Bを引数として与えると，その Nash均衡解の中で“一意的"なものを返すプログラムである合こ

こで言う“一意的な解丹とは，非負条件をみたす不定解でない均衡解を意味する。イメージで言え

ば，親分などではなく離散的な点集合によって示される解をいう。

この nash-equilibriaの構造は，次の 3つのパートから成る。

• 2つの (m，n)和得行列会、ら線型棺補方程式を立てる。

.2m刊種類の m十 n元連立1次方程式を解く。

・解集合の中で，一意的な解を選択する。

以下では，それぞれのパートについて，計算手順を詳しく述べる。

10) 親形桔祷方程式の非負解を求める古典的な方法として Lemke-Howson法 [2Jが有名で、ある。

11) functionの翼語訳として， Matteo Ricci (利璃賓)らの尽力によって“画数'二現代字の“菌数"が与え

られていた。しかし，日本では戦後直後に起こった漢字全廃運動の悪影響で“函"が[難解な文字であるj

という理由で当愚漢字から外された。その後， 1950年代に代用として“関数"を黒いることを文部省が許

可したので，その当て字が学校教育によって定着し，漢字文化匿でfunctionを関数と書く菌は日本だけで

ある。本稿では，数学の functionを“関数"で，コンピュータプログラムの functionを“函数"として書
き分けることにする。
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5.1 隷型梧補方程式を立てる

線型相補方程式を立てるときに，

(1) 利得行列のすべての成分に同じ正数を加えて非負北する。

(2) 相補性に注目して，方程式を線型化する。

という 2つのアイデイアを剥用した。

(1)は，利得行列である行ベクトルの成分がすべてGであれば，方程式として孫数行列のrankが

下がるために，そこから得られる方程式i吉報が失われる。それを避けるためのアイデイアであるが，
これは次の命題に基づいている。

経営学論集18 

その Nash均衡解は変化しないむ命題 5.1 利得行列のすべての成分に同じ数を加えても，

証明 5.1

プレイヤー Iの期待利得は，三ィAy*であり， Nash均衡解の最大化条件から，

(戸)♂-;'A主主》。 (27) 

ここで mXη行列

1 

1 

宅

i

τ

i

:
・

噌

i

/
i
i
j
i
-
-
¥
 

一一n
 
m
 
p
 

をみたす。

1 

と置くと，kを在意のスカラーとして，

(子)'CA十 kPmn)Y*-;'CA + kPmn)Y* 

=(子)λy*-;'Ay* + k(子ypmnF-山 nnY 〈線型性より)

C2:'Yiニ 1より)= (子)ザ-;'Ay* +利子)淳一k;'Pm

(LXi = 1より)= (X*)ザ -;'Ay* + k -k 

=(子)'Ay* -;， Ay* 
となり，式(27)と荷量の式となるむ

同様にして，プレイヤ-11の期待利得は，X*'Byであり， Nash土台禽解の最大化条件から，

(戸i)'局*一子'Bじむ (28) 

(線型性よ引

(LYi = 1より)

をみたす。すると kを笹意のスカラーとして，

(子)'伽kんn)Y*-X*'加 kんn)y
= (X*)ザ-:X*'By十 k(子)んy* kX*'Pmny 

=(子)伊-X*'By十 k(子)Z-dF瓦
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= (?)伊-hd+k-k (2zt=1より)

= (?)伊-?'By
となり，式(28)と詞値の式となる。よって，同じNash均禽解を得る。

19 

(2)は，計算の高速化;こ関わるアイデイアである。 2プレイヤーによる (m，n)戦略Nashゲーム

の隷型相祷方程式全体では非線型方程式であるが，線型方程式の部分M;十五=五二と相補性の
部分ZjWj= 0， (1ζtζm十η)に分けることができる。後半の棺補性とは，同じ iについてあま

たは叫がOであるということを意味する。どちらかが0になる組み合わせ辻全部で 2m切組存在

するが，その Iつを採用してそれを線型方程式の部分に代入すれば，m+n元連立 I次方程式を

解くことになる口そこで，どの変数を Oにするかの組み合わせを， 0から 2m+持 -1までの m十η

析 2進数12)のリストから指定することで，2m刊種類の m十n元連立1次方程式を立てたむ

5.2 連立 1次方程式を解く

コンピュータによる代数計算において，非線形方程式を含め，代数的に解けるものの多くを解く

函数日)は，かなり持関が掛かるむ一方，隷形方程式に眠るのであれば，大変早く解く方法14)がよく

研究されている。この研究では，この線形方程式専用の解法を十分に駆捜した。

計算環境は， CPUが Celeron1.06 GHz，メモ 1)が512MB，05がMicrosoftWindows 2000で

Maxima 5.9.3を用いたG そこで2つの (n，n)利得行列として，各成分を Oから 9までの乱数で与

え，その一意的な Nash均傷解を計算した。そして，その計算時間 t(n)は，n ~ 6において，次の

実験結果を得た。

この表から，t (的=100.8助一2.79と椋形田婦式を得る。先行研究である DickhautとKaplanの論

文[1 ]では， 2つの (n，n)利得行列を与えたときの計算待問 t(n)を，t (n) = 100.97n-2.0としてい

る。この論文は1993年に出版されたものであり，論文中にコンピュータの性能が明記されていな

いので単純には比較できない。だが，コンピュータの性能は，主に指数部の定数項に影響を与える

と考えてよい。これに対して計算アルゴリズムは，主に指数部の nの係数に影響を与える。これ

を84弘ほどに小さくできたことは，意義があると考えている。ちなみに，線形桔補方程式をその

まま一般型の解法に引き渡した場合の線形匝矯式は，t (n) = 100.957持一2.67となり， Dickhautと

Kaplanの研究結果のコンどュータ性能の影響項が良くなっただけのものに近くなる。

なお，今回のコンピュータ環境では ηみ7となると，メモリ不足のために仮想メモリとしての

ハードディスクへのアクセスが頻繁に行われたため，計算速度が著しく抵下した。 例えば，線形回

帰式で辻 η=7ならば1014秒迂どであると推瀕されるが，実際には2230秒前後となった。この

ハードウェアでは，これ以上メモリの増設ができない機種なので，nζ6までとした臼

5.3 一意的な解を選択する

求める解は，各戦略を選択する確率の比であるので， Z五ER釘托を満たす。よって，まずは
線型方程式の解の中から，非負解のみを選択する。非負条件は，絶対殖をとっても変化しないこと

12) 桁数が不足するときは，上位桁にダミーとしてOを補うことでm+η桁にする。例えば， 45を8軒の 2
進数にするなら， 00101101 (2)とする。
13) Maximaでは solve(方程式のリスト，変数の 1)スト);で解くことができる。
14) Maximaではlinsolve(方程式のつスト，変数の 1)スト);で解くことができる。
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[平均ゆ

2 0.07 0.08 0.09 0.09 0.08 0.082 

3 0.47 0.44 0.45 0.46 0.44 0.452 

4 3.09 3.17 3.16 3.16 3.11 3.138 

5 19.99 19.45 19.78 20.26 19.40 19.776 

6 171.42 171.35 169.23 170.75 170.14 170.578 
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と同笹であるから，それによって判断したo Maximaに隷形方程式を解かせると，不能解の場合は

空集合を，不定解の場合は適当な媒介変数による表記を返すむ理論的には，不定解の中にも媒介変

数の領域次第でNash均衡解になるものが存在するが，本稿では，一意的な解のみを求めることに

したので，不定解も同時に省くことにした。これは，媒介変数が未定である以上，絶対値をとって

変化しないとは限らないので，負解を省くときと同じ函数で省くことができる守

おわりに

本稿では，行列ゲームの Nash均禽を図示するためのプログラムと理論的に求めるためのプログ

ラムを構築した。ただし，より多くの Nash均衡を求めるためには，線形相補方程式の不定解の中

から非負解を取り出す統一的なアルゴワズムを構築することが必要になるむまた，線形でも連立方

程式の個数が指数的に増えるので，ネットワークを利用してグワッドコンビューティングを実装す

る必要がある。これらの点は今後の課題である。

MaximaはGNUGeneral Public Licensesの下で利用可能な無課金のソフトウェアである点が

特徴的である。誰もが自由にインターネットを通じてダウンロード15)することができるのである。

この点にこのソフトウェアを利馬する彊鐘がある。

本稿は，社会科学分野の研究や教育への， Maximaの応用を意図した研究計画の端緒である a 今

後，この分野の研究や教育において，この数式処理ソフトを積撞的に活用したいと考えている。

6 
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A Maximaのインストール

これから Maximaの標準的なインストール方法を説明する。以下は， 2006年6月現在の'1言報で，

最新の Maximaのバージョンは 5.9.3である。 2006年9月にパージョンが5.10.0にパージョン

アップするので，最新情報は http://www.biz.ryukoku.ac必/-yamasita/から得られるようにする。

A.1 Unuxの場合

jhtや://sourcefo伊 .ne咋吋e悦 howfiles.php? group-id = 4933 

にrpm抜パイナつがあるので，それをダウンロードする。なお一緒に， CLISP 5.9.3とXMaxima

5.9.3もダウンロードすることをお勧めする。さらに，

jf旬:必tp.pbone.net!mirro内 W阿武linux.org/1.0-0.alpha12.2iI586/

から， gnuplot-4.0.0-1ark.i586.rpmをダウンロードする。後は，通常のパッケージと司じように，

rootになってインストールする。つまり

# rpm-ivh maxima-5.9.3-1.fedora1.i386.rpm 

# rpm-ivh maxima-exec-clisp-5.9.3-l.fedora1.i386.rpm 

# rpm-ivh maxima-xmaxima-5.9.3-l.fedora1.i386.rpm 

# rpm-ivh gnuplot-4.0.0-1ark.i586.rpm 

で，インストールできる。これでMaximaを利用できるが， -/.bashrcの末思にでも，

alias xmaxima = "xmaxima > /dev /null" 

を加えておくと便利で、あろう。

A.2 MacOS Xの場合

以下のむRLの記事によると， apt-getでインストールできるようである o

jhttp治政wiki.sourceforge .jp/cgi-るin!wiki.c gi? lmaxima 

なお，筆者の手元に MaxOSXが動くコンピュータが無いので，インストールの追実験は行って

いない。

A.3 Microsoft Windowsの場合

Microsoft Windows用の Maximaは，英語版gnuplotまで含めたインストーラがある o

i ht恥//sourceforge.net!p吋ec泌lOwfiles.phがgroupid = 4933 
から Windows用インストーラ maxima-5.9.3.exeをダウンロードする。

コンピュータ本体;こインストールするならば，ライセンス確認のときに 1accept the agree毘ent

のラジオボタンを選び直すこと以外は，単純に Nextをクワックし続けるだけでよい。

B Maxima による Nash均衡解の計算プEグラム

本訴究では，以下のプログラムをイ吏用した16)。

15) この点は付諒A iMaximaのインストールjを参黒のこと 0
16) なお，このプログラムは2006年6月現在，

ihttp://www.biz.ryukoku.ac.jp/-yamasita/ 

からダウンロードできるようにしてある。これを適当なディレクトリに課存すれば， load函数にそのフルノ
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list_transpose (1st): =makelist( 

makelist (1st [j ] [ i ] ， j， 1， length (lst)) ， 

i， 1， length (first (1st) ) 

reaction_function(x， y， mtx):= [x， 1-xJ .mtx. [y， 1-y]; 

reaction_mesh (mtx， stp): = makelist ( 

makelist( [reaction_function(( i-1)/stp， (j-1)/stp， mtx) ， i， j]， i， 1， stp十1)，

j， 1， stp+ 1 

maximal_elements(bmx): =block([i， j， rvm， mxl， 1st: []]， 

for i:1 thru length(bmx) do( 

rvm:last(sort(first(list_transpose (bmx [ i]))))， 

mxl:apply( 

十

map( 

ent1er， 

first(list_transpose(bmx [i] ))/rvm 

lst:append (lst， reverse (rest (reverse (sort (bmx [ i ] ) ) ， mxl-length (bmx [ i ] ) ) )) 

return (lst) 

plot_points_list (mxe， stp): = float ( 

(sort (list_transpose (rest Oist_transpose (mxe)))) -l)/stp 

nash s討lUlation(a，b， stp):=block([i，m]， 

m:apply(min， flatten ([a [lJ ， a [2]， b [1]， b [2]]))， 

plot2d( 

[discrete， plot_points_list( 

maximal_ elements ( 

reaction_mesh (a -m + 1， stp) 

stp) 

[discrete， map( 

lambda ( [ i ] ， reverse ( i )) ， 

plot_points_list ( 

¥パスを与えると科用することができる。後述の計算問では， Cドライブに tempというディレクトリを作成

して，そこに nash.macを震いて科用した様子を掲載した。 MicrosoftWindows追実験するのであれば，フ

ルパス名として司本語文字を含まないようにしなければMaximaで入力できない。つまり，マイドキュメ

ントに置くと利用できないということになる。
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maximal_elements ( 

reaction_mesh (transpose (b -m + 1)， stp) 

stp)) 

[gnuplot_curve_styles， ["with points"J J ， 

[gnuplot_preamble， [、nsetkey"JJ 

block_matrix(mtx): =apply( 

append， 

makelist( 

transpose( 

apply( 

append， 

matrixmap (transpose，限tx)[i J 

i， 1， length(mtx) 

positive_select(slv): = block( [i， IstJ ， 

lst:listify (setify ( 

)) ， 

map( 

lambda ([ i J. if i = abs (i) then i else [])， 

slv 

if first (1st) = [] then return (rest (1st)) else return (1st) 

digit2binarylist (x， n): = block ([i:O， 1st: [J ， y:x， z] ， 

while i<n do( 

z:entier(y12) ， 

Ist:cons (y -2辛z，1st)， 

y:z， i:i+1 

return (1st)) ; 

nash_equilibria (a， b): = block ( 

[me， i， j， m:length( a )， n:length (a [ 1 J)， mx， w， z， ww， zz， zO， fg， eq， sl， ps， ms， ne: [J J. 

solve _inconsistent_ error :false， 

linsolvewarn:false， 

me :apply (min， flatten ( [makelist (a [ i ] ， i， 1， m)， makelist (b [ i ] ， i， 1， m)] )) ， 

mx: block_matrix ( 

23 
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matrix([zeromatrix(m， m)， a-me+1]， [transpose(b-me+1)， zeromatrix(n， n)]) 

ww:makelist(w [i]， i， 1， m +n)， 

zz:makelist(z [i]， i， 1， m +n)， 

zO:makelist(z[i] =0， i， 1， m+n)， 

fg:makelist(digit2binarylist(i-1， m+n)， i， 1， 2̂(m十n))，

eq:map( 

lambda ( [ i J， iffirst ( i ) = first ( [0 = 1J) then rest ( i) else i)， 

makelist( 

listify (setify (makelist ( 

(mx. (zz * fg [j ]) +ident (m +n). (ww * fg [2̂(m十n)-j+1]))[ i] [1] =1， 
i，l，m+n 

)))， 

j， 1， 2̂(m十n)

sl:map( 

lambda([ i]， if length( i) =m十nthen append(zO， i) else i)， 

makelist( 

ps:map( 

append( 

sort Oinsolve (eq [ i ] ， listofvars (eq [ i ])))， 

outermap (" =三j，fg [ i ]) 

i， 1， 2̂(m十n)

la毘bda([i]，[rest(i， -n)， rest(i， m)])， 

listify(setify(map( 

))) 

lambda( [i]， rest(i， -m-n) * rest(i， m +n))， 
positive_select (matrixmap (rhs， s1)) 

)， ms:matrixmap( 

lambda([i]， apply("+三i))， 

apply(matrix， ps) 

for i: 1 thru length (ps) do ( 

if apply (" *"， ms [ i ]) > 0 then ne:append (ne， [ps [ i] * (l/ms [ i ] ) J))， 
solve _inconsistent_ error: true， 

linsolvewarn:true， 

return(ne) 

Vol. 46 No.2 
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C Nash均欝解の告算例
実際に Maximaで、行った数値実験の計算例を示す17)。

(%i 1) load(引C:/temp/nash.mac"); 

(%01) C:/temp/nash.mac 

(%i2) a:matrix([l， 1J， [0， 1J); 

[ 1 1 J 

(%02) 

[0 1 J 

(%i3) b:matrix([l， OJ， [1， 1J); 

[1 0 J 

(%03) 

[ 1 1 J 

(% i 4) nash_simulation (a， b， 50); 

(%04) 

(弘i5) a:matrix( [2， OJ， [0， 1J); 

[2 0 J 

(%05) 

[0 1 J 

(%i6) b:matrix([l， OJ， [0，2J); 

[1 0 J 

(%06) 

[0 2 J 

(%i 7) nash_simulation(a， b， 60); 

(%07) 

(%i8) a:matrix([l， 1]， [1， 1J); 

[ 1 

(%08) 

[1 1 J 

(%i9) b:matrix([l， 1J， [1， 1J); 

(%09) 

[ 1 1 J 

(%i10) nash_simulation(a， b， 50); 

(%010) 

(%i 11) showtime:ture; 

豆valuationtook 0.00 seconds (0.00 elapsed) 

(%011) ture 

(%i12) a:matrix([ -1， -1，1， -lJ， [-1， -1，0， OJ， [0，0，1， -lJ， [0，0，0，0]); 

Evaluation took 0.00 seconds (0.00 elapsed) 

[-1 -1 1 -1 J 

25 

17) ただし， nash_simulation函数は，グラフを表示するだけのものであり，そのグラフは既出しているので

再掲は控える。
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(%013) 

(% i 14) nash_equilibria (a， b); 

Evaluation took 3.12 seconds (3.12 elapsed) 

1 1 
(%014) [[ [0， 0， 0， 1J， [0， 0， 0， 1J J， [[0， 0， 0， 1J， [0， 0，一一]J

2' 2 

[[0，0，0， 1J， [0，1，0，0]]， [[0，0，0， 1J， [1，0，0， oJJ， 

[[0，0，1，0]， [0，1，0， OJJ， [[0，0，1，0]， [1，0，0， OJ]， 

1 1 
[[0， 1， 0， 0]， [0， 0， 0， 1J]， [[0， 1， 0， 0]， [0， 0， ~， ~J J 2' 2 

1 ~ 2 
[[~， 0， %， OJ， [0，0，1， oJ]， [[1，0，0， OJ， [0，0，1， OJJJ 3' ~， 3 

(%i15) mtx(n):=apply(matrix， makelist(makelist (random(10) ， i， 1， n)，j， 1， n)); 

Evaluation took 0.00 seconds (0.00 elapsed) 

(%015) mtx(叫:=apply(matrix，makelist (makelist (random(10) ， i， 1， n)，j， 1， n)) 

(%i 16) a:m包括); 
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(%016) 

〈弘i17) b:mtx(6); 

主valuationtook 0.00 seconds(O.OO elapsed) 

[429113J  

[ J 
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[838758J  

[817858J  

(%017) 

[861773J  

[983913J  

[379544J  

(% i 18) nash_equilibria(a，b); 

主valuationtook 165.68 seconds (165.68 elapsed) 

1 1 
(%018) [[ [0， 0，一一 0，OJ， [0， 0， 0， 0， 0， 1J J ， 

2' 2' 

1 ~ ~ 1 ~， r3 
[[0，0， 1， 0， 0， OJ， [0，0，0，0，0， 1JJ， [[0， ~， 0， 0， ~， OJ， [~， 0， 0， 0， ~， OJJ， 2' ~， ~， 2' ~_j， L7' 

[[o，t，o，o，o，tL[o，o，o，o，L O]]，[[o，L O，o，o，O]，[O，o，o，o，L ol]， 

1 ~ 3 
[[t， 0， 4' 0， 0， OJ， [0， 0， 0， 0， 0， 1J J J 
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